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Erinnerung
Definitionen

Zustände: In Impulsdarstellung

|p1 . . .pn〉 :=
1√
n!

√
2Ep1 · .. ·

√
2Epna

†
p1
. . . a†pn |0〉

mit

〈q1 . . .qm |p1 . . .pn〉 =
(2π)nd

n!
2Ep1 . . . 2Epnδnm ·

∑

σ∈Sym(n)

δ(q1 − pσ(n)) . . . δ(qn − pσ(n))

Zeitgeordnetes Produkt von Feldoperatoren A1, .., An:

T [A1(x1), .., An(xn)] := T [A1, .., An] (x1, .., xn) :=
∑

σ∈Sn



n−1∏

j=1

Θ(x0
σ(j+1) − x0

σ(j))


 ·Aσ(n)(xσ(n)) . . . Aσ(1)(xσ(1))

wobei Θ(0) := 1
2 . Bemerke dass T [A(x1), A(x1)] = A(x1)A(x1).

Normalgeordnetes Produkt:

N [Φ(x1), ..,Φ(xn)] :=
∑

I⊂{1,..,n}

[∏

k∈I

Φ−(xk)

]
·
[∏

k/∈I

Φ+(xk)

]

wobei

Φ(x)︸ ︷︷ ︸
ΦI(x)

(Wechselwirkungsbild)

= eiH0x
0
Φs(x)e−iH0x

0
= Φ+(x) + Φ−(x) , Φ+(x) =

∫
ddp

(2π)d
e−ipx√

2Ep

· ap , Φ−(x) =
∫

ddp
(2π)d

eipx√
2Ep

· a†p

(1)

Kontraktion:
Φ(x1)Φ(x2) := T [Φ(x1),Φ(xn)]−N [Φ(x1),Φ(xn)]

Konventionen: Für 4er Impuls p = (p0, .., p3) setzen

p := (
∣∣p0
∣∣ , p1, .., p3) = (Ep,p)

Für 4er Vektor x setzen xp := x0p0 − xp.
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Eigenschaften

Propagatoren:

∆+(x1 − x2) =
1
i

∫
ddp

(2π)d
e−ip(x1−x2)

2Ep
=
[
Φ+(x1),Φ−(x2)

]
= 〈0|Φ(x1)Φ(x2) |0〉

∆−(x1 − x2) =
1
i

∫
ddp

(2π)d
eip(x1−x2)

2Ep
=
[
Φ+(x2),Φ−(x1)

]
= 〈0|Φ(x2)Φ(x1) |0〉

∆F (x1 − x2) = lim
ε↘0

∫
dDp

(2π)D
e−ip(x1−x2)

p2 −m2 + iε
= Θ(x0

1 − x0
2)∆+(x1 − x2) + Θ(x0

2 − x0
1)∆−(x1 − x2) =

1
i
Φ(x1)Φ(x2)

∆R(x) = Θ(x0)
[
∆+(x)−∆−(x)

]
︸ ︷︷ ︸

∆(x)

, ∆A(x) = −Θ(−x0)∆(x)

∆(x1 − x2) =
[
Φ(x1),Φ†(x2)

]

Bemerke dass ∆+(0) = ∆−(0).

Kommutatoren:

[ap, aq] = 0 ,
[
ap, a

†
q

]
= (2π)d︸ ︷︷ ︸

κ

δ(q− p)

[
Φ±(x1), Φ(x2)Φ(x3)︸ ︷︷ ︸

skalarer
Operator

]
= 0

⇒
[
N [Φ(x1), ..,Φ(xn)] , Φ(y1)Φ(y2)

]
= 0

Wicksches Theorem

Für skalares Feld J : x 7→ J(x):

T

[
exp

[
−i
∫
dDx J(x)Φ(x)

]]
= N

[
exp

[
−i
∫
dDx J(x)Φ(x)

]]
exp

[
− i

2

∫ ∫
dDx dDy J(x)∆F (x− y)J(y)

]

Insbesondere:

T [Φ(x1), ..,Φ(xn)] =
∑

I⊂In
∀ (i1,i2),(j1,j2)∈I : |{i1,i2,j1,j2}|=4


 ∏

(j1,j2)∈I

Φ(xj1)Φ(xj2)


N {Φ(xj) | j /∈ {i1, i2} ∀ (i1, i2) ∈ I}

wobei
In :=

{
(i, j) ∈ {1, .., n}2 : i < j

}

Z.B.

T [Φ(x1),Φ(x2),Φ(x3)] = N [Φ(x1),Φ(x2),Φ(x3)] + Φ(x1)Φ(x2)N [Φ(x3)]︸ ︷︷ ︸
Φ(x3)

+Φ(x1)Φ(x3)N [Φ(x2)]︸ ︷︷ ︸
Φ(x2)

+Φ(x2)Φ(x3)N [Φ(x1)]︸ ︷︷ ︸
Φ(x1)

S-Matrix

Propagator UI(−∞,∞) =: S im Wechselwirkungsbild:

S = T

[
exp

(
−i
∫
dDx HI(x)

)]
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mit

HI(t) := U−1
0 (t, t0)V (t)U0(t, t0) =

∫
ddx U−1

0 (t, t0)V(x, t)U0(t, t0)︸ ︷︷ ︸
HI(x,t)

H(t) = H0 +
∫
dd V(x, t)

︸ ︷︷ ︸
V (t)

und ungestörtem Propagator U0(t, t0) = exp [−i(t− t0)H0]. Sind |i〉 , |f〉 Eigenzustände von H0, U(t, t0) der Propagator von
H und |i(t)〉ww := U†0 (t, t0)U(t, t0) |i〉, dann ist

〈f |U(t, t0) |i〉 = 〈f |U0(t, t0) |i(t)〉ww =
〈
U†0 (t, t0)f |i(t)〉ww

U0|f〉=|f〉= 〈f |i(t)〉ww = 〈f |UI(t, t0) |i(t0)〉ww = 〈f |UI(t, t0) |i〉

Im Grenzfall t→∞, t0 → −∞ (Experiment läuft schon unendlich lange, bis∞) ergibt sich die Übergangswahrscheinlichkeit

Pi→f = |〈f |U(∞,−∞) |i〉|2 = |〈f |S |i〉|2

Vorbetrachtungen
Per Konstruktion von N (Vernichter nach rechts) ist

N [Φ(x1), ..,Φ(xn)] |0〉 = Φ−(x1) . . .Φ−(xn) |0〉 =
∫
. . .

∫
ddp1

κ
. . .

ddpn
κ

eip1x1

√
2Ep1

. . .
eipnxn√

2Epn

· a†p1
. . . a†pn |0〉

=
1

κn

∫
ddp1 . . . d

dpn
eip1x1+···+ipnxn

2Ep1 . . . 2Epn

|p1 . . .pn〉

und demnach

〈0| N [Φ(x1), ..,Φ(xn)] |0〉 = δ0,n (2)

und

〈q1 . . .qm| N [Φ(x1), ..,Φ(xn)] |0〉 = m! · eiq1x1+···+iqmxm · δmn

= m! · eiq1x1+···+iqmxm · δmn (3)

Aufgabe 14
(a) Im Wechselwirkungsbild ergibt sich die Hamilton-Dichte gemäß

HI = U†0 (t, t0)V(x, t)U0(t, t0) = J(x, t)U†0 (t, t0)Φs(x)U0(t, t0)︸ ︷︷ ︸
=:Φ(x)

= J(x, t)Φ(x)

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach gegeben durch

P(0) = |〈0|S |0〉|2 =
∣∣∣∣〈0|T exp

[
−i
∫
dDx HI(x)

]
|0〉
∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣〈0|T exp

[
−i
∫
dDx J(x, t)Φ(x)

]
|0〉
∣∣∣∣
2
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(b) Unter Beachtung der obigen Überlegungen schreiben wir

P(0) Wick=
∣∣∣∣〈0| N

{
exp

[
−i
∫
dDx J(x)Φ(x)

]}
exp

[
− i

2

∫
dDy dDz J(y)∆F (y − z)J(z)

]
|0〉
∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣
∞∑

n=0

(−i)n
n!

∫
dDx1..d

Dxn 〈0| N [J(x1)Φ(x1), .., J(xn)Φ(xn)] |0〉

skalarer Operator︷ ︸︸ ︷
exp

[
− i

2

∫
dDy dDz J(y)∆F (y − z)J(z)

] ∣∣∣∣
2

(2)
=
∣∣∣∣exp

[
− i

2

∫
dDy dDz J(y)∆F (y − z)J(z)

]∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣exp

[
−1

2

∫
ddp dDy dDz

κ2Ep
J(y)J(z)

(
e−ip(y−z)Θ(y0 − z0) + eip(y−z)Θ(z0 − y0)

)]∣∣∣∣
2

= exp
{
− 1

2

∫
ddp dDy dDz

κ2Ep
J(y)J(z)

[
e−ip(y−z) (Θ(y0 − z0) + Θ(z0 − y0))︸ ︷︷ ︸

1

+eip(y−z) (Θ(z0 − y0) + Θ(y0 − z0))︸ ︷︷ ︸
1

]}

= exp
[
−1

2

∫
ddp dDy dDz

κ2Ep
J(y)J(z)

(
e−iEp(y0−z0)eip(y−z) + eiEp(y0−z0)e−ip(y−z)

)]

= exp
[
−
∫
ddp dDy dDz

κ2Ep
J(y)J(z)e−ip(y−z)

]
J reell= exp

[
−
∫
ddp
κ

1
2Ep

J(p)J∗(p)
]
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(c) Ähnlich zu Teil (b) schreiben:

P(m) =
1
m!︸︷︷︸

Ununterscheidbarkeit
der Teilchen

·
∫
ddq1..d

dqm
1

κn2Eqm ..2Eqm︸ ︷︷ ︸
Normierung
von |q1..qm〉

P0→|q1..qm〉︷ ︸︸ ︷
|〈q1..qm|S |0〉|2

=
1

κnm!

∫
ddq1..d

dqm
2Eq1 ..2Eqm

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

(−i)n
n!

∫
dDx1..d

Dxn 〈q1 . . .qm| N [J(x1)Φ(x1), .., J(xn)Φ(xn)] |0〉

· exp
[
− i

2

∫
dDy dDz J(y)∆F (y − z)J(z)

] ∣∣∣∣∣

2

(3)
=

1
κmm!

∫
ddq1..d

dqm
2Eq1 ..2Eqm

∣∣∣∣
∞∑

n=0

(−i)n
n!

∫
dDx1..d

Dxn δmn · J(x1)..J(xn) ·m! · eiq1x1+···+iqmxm
∣∣∣∣
2

· e−λ

=
e−λ

κmm!
·
∫

ddq1..d
dqm

2Eq1 ..2Eqm

∣∣∣∣
(−i)m
m!

∫
dDx1..d

Dxn J(x1)..J(xm)m! · eiq1x1+···+iqmxm
∣∣∣∣
2

=
e−λ

κmm!

∫
ddq1..d

dqm
|
J∗(q1)︷ ︸︸ ︷
J(−q1) . . .

J∗(qm)︷ ︸︸ ︷
J(−qm) |2

2Eq1 ..2Eqm

=
e−λ

κmm!

∫
ddq1..d

dqm
m∏

j=1

∣∣J(qj)
∣∣2

2Eqj

=
e−λ

m!

[∫
ddq
κ
|J(q)|2

2Eq

]m

︸ ︷︷ ︸
λm

(d) Der Erwartungswert der Teilchenzahl ist gegeben durch

E(N) =
∞∑

n=0

nP(n) = e−λ
∞∑

n=0

λnn

n!
= e−λ

∞∑

n=1

λnn

n!
= λe−λ

∞∑

n=0

λn

n!
︸ ︷︷ ︸

eλ

= λ

Aufgabe 15
Beginnend mit

S = T exp
[
−i
∫
dDx HI(x)

]
=
∞∑

n=0

1
n!

(−ig
3!

)n ∫
. . .

∫

︸ ︷︷ ︸
×n

dDx1 . . . d
Dxn T

[
Φ3(x1), . . . ,Φ3(xn)

]

︸ ︷︷ ︸
S(n)
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schreiben wir:

S(0) = 1

S(1) = − ig
3!

∫
dDx T [Φ(x),Φ(x),Φ(x)] Wick= − ig

3!

∫
dDx

{
N [Φ(x1),Φ(x1),Φ(x1)] + 3!Φ(x1)Φ(x1)Φ(x1)

}

S(2) = − 1
2!

( g
3!

)2
∫
dDx dDy T

[
Φ3(x),Φ3(y)

]

Wick= − 1
2!

( g
3!

)2
∫
dDx dDy

{
N
[
Φ3
x,Φ

3
y

]
+ 3ΦxΦxN

[
Φx,Φ3

y

]
+ 3 · 3ΦxΦyN

[
Φ2
x,Φ

2
y

]
+ 3ΦyΦyN

[
Φ3
x,Φy

]}

+
{

3 · 3ΦxΦxΦxΦyN
[
Φ2
y

]
+ 3 · 3ΦxΦxΦyΦyN [Φx,Φy] + 3 · 3 · 2ΦxΦyΦxΦyN [Φx,Φy]

}

+
{

3 · 3ΦxΦyΦyΦyN
[
Φ2
x

]
+ 3 · 3ΦxΦxΦxΦyΦyΦy + 3 · 2ΦxΦyΦxΦyΦxΦy

}

= − 1
2!

( g
3!

)2
∫
dDx dDy

{
N
[
Φ3
x,Φ

3
y

]
+ 6ΦxΦxN

[
Φx,Φ3

y

]
+ 9ΦxΦyN

[
Φ2
x,Φ

2
y

]}

+
{

18ΦxΦxΦxΦyN
[
Φ2
y

]
+ 9ΦxΦxΦyΦyN [Φx,Φy] + 18ΦxΦyΦxΦyN [Φx,Φy]

}

+
{

+9ΦxΦxΦxΦyΦyΦy + 6ΦxΦyΦxΦyΦxΦy

}

x y yx

61

x y

9
x y

18

x y

9

x y

18
x y

9

x y
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Abbildung 1: Feynman-Diagramme zu S(2).

Aufgabe 16
Bemerkung 1

Zu Familie (aji )i∈N,j∈N0 ⊂ C gilt:

lim
N→∞

∑

j∈NN0

N∏

i=1

ajii =
∞∏

i=1

∞∑

ji=0

ajii (4)
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falls beide Seiten Sinn ergeben und
∑∞
j=0 α

j
i für alle i ∈ N absolut konvergent ist.

Beweis:
∞∏

i=1

∞∑

j=0

aji = lim
N→∞

N∏

i=1

∞∑

j=0

aji = lim
N→∞

∑

j∈NN0

N∏

i=1

αji

Bemerkung 2

Betrachtet sei die Dyson-Entwicklung

〈0|S(n) |0〉 =
∞∑

n=0

〈0|S(n) |0〉

Jeder Term 〈0|S(n) |0〉 besteht aus Beiträgen von Graphen mit genau n Vertizes. Nach Darstellung (2) reicht es dabei für
die Berechnung von

〈0|S |0〉 =
∞∑

n=0

1
n!

∫
dDx1..d

Dxn 〈0|T [HI(x1), ..,HI(xn)] |0〉
︸ ︷︷ ︸

〈0|S(n)|0〉

lediglich die Vakuumgraphen zu betrachten.

〈0| |0〉〈0|S|0〉 = . . .+ + + +

Abbildung 2: Einschränkung der S-Matrix-Wirkung auf
Vakuumgraphen im Falle einer 0→ 0 Streuung.

Tatsache ist, dass die Menge aller Vakuumgraphen abzählbar ist und jeder Vakuumgraph aus einzelnen, zusammenhängenden
Vakuumdiagrammen (indiziert durch i ∈ N) besteht. Ist vi ∈ N0 die Anzahl der Vertizes im i-ten zusammenhängenden
Vakuumdiagramm (o.B.d.A. sei vi ≤ vj für i ≤ j), so sei

Di :=
1

vi!

∫
dDx1..d

Dxvi 〈0|T [HI(x1), ..,H(xvi)] |0〉
∣∣∣∣
i

der Beitrag des i-ten zusammenhängenden Vakuumdiagramms in der Entwicklung nach Wick (samt Kombinatorik/Integral-
vertausch - Vorfaktor).

Im Falle zusammengesetzter Vakuumgraphen, bestehend aus den (paarweise verschiedenen) zusammenhängenden Vaku-
umdiagrammen (i1), .., (im) jeweils mit Potenzen j1, .., jm, ergibt sich ein Beitrag in der Dyson-Reihe (samt Kombinatorik-
Vorfaktor) gemäß

1(
v(i1)j1⊗..⊗(im)jm)

)
!

︸ ︷︷ ︸
1

(vi1
j1+..+vimjm)!

∫
dDx1..d

Dxvi 〈0|T [HI(x1), ..,H(xvi)] |0〉
∣∣∣∣
(i1)j1⊗..⊗(im)jm

=
1

(vi1j1 + ..+ vimjm)!
· (vi1j1 + ..+ vimjm)!︸ ︷︷ ︸
Vertauschung der Integrale

·
m∏

k=1

(Cik)︸ ︷︷ ︸
Kombinatorik
des einzelnen
Diagrams ik

jk ·
m∏

k=1

[
vik ! · Dik
vik ! · Cik

]

︸ ︷︷ ︸
Einzelnes Diagram ik
ohne Kombinatorik &
Integralvertauschungen

jk

·
m∏

k=1

1
jk!︸︷︷︸

Reihenfolge der
identischen

Diagramme ik
in Wick-Entwicklung

egal

=
n∏

k=1

1
jk!

(Dik)jk
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( )

(i1)3 ⊗ (i2)1 ⊗ (i3)2

Abbildung 3: Vakuum-Graph mit 9 Vertizes, zusammenge-
setzt aus 3 Arten zusammenhängender Vakuumdiagramme,
jeweils mit Potenzen 3,1 und 2.

Berechnung der Vakuum-Vakuum-Übergangsamplitude

Nach obigen Überlegungen kann die Übergangswahrscheinlichkeit geschrieben werden als Summe aller möglichen Vakuumgraphen-
Beiträge. Dabei ist jeder Vakuum-Graph eineindeutig durch die Angabe der Potenzen der einzelnen (gegebenfalls vorkom-
menden) zusammenhängenden Vakuumdiagramme beschrieben (ein nicht vorkommendes, zusammenhängendes Vakuumdia-
gramm (i) besitzt Potenz 0). Somit:

〈0|S |0〉 = lim
N→∞

N∑

n=0

〈0|S(n) |0〉 = lim
N→∞

∑

j∈NN0

N∏

i=1

1
ji!

(Di)ji

︸ ︷︷ ︸
Beitrag des

Vakuumgraphs
(1)j1⊗..⊗(N)jN

(4)
=
∞∏

i=1

∞∑

j=0

1
j!

(Di)j

︸ ︷︷ ︸
exp(Di)

= exp

[∑

i∈N
Di

]
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