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Aufgabe 12

Erinnerung: Es gilt

(a) Setzen
Qp = aLap + bpr - a;f,bp - bLap
Dann ist
ol =qp
und somit

UtU = exp i%/ddp Qb | exp [i;;/ddp Qp} = exp {i;{/ddp Qp—i%/ddp Qp} —1d

~—
QP

(b) Starten mit der Baker-Campell-Hausdorff Formel

e A Be! = i* [ A"B , [,A]B:=[B,A]

und schreiben

i def 4T i i
[»2% / d'q Qq] ap = 5 [ d'a lap, Q] = 5 / 4" [ap, ag] oloq = ol =75

2
3 #5(p—q)
nal LT %
b, 2% T [ tq by b]] o b — aa] = 5 o — ap) = ~
»6(p—q)

e .
= K’ap = 5 [Map — Bbp] = i K ap

Analog: X2 by, = im X by
Per Induktion ergibt sich:

X* ap = (i7)* ! Rap

X* by = (in)f ' Ma, , keN



also

00 . k [e%} . Nk—1
BCH 1 i (im) 2
UapUJr = Zg {.,Q%/ddqﬂq] ap:aerZT&ap:apr@ap:bp
- k=1
; —_—
x> % lexp(im)—1]
UbpUT ™%, = UBLUT = (UbUT)T = a}
Durch die Darstellung 4
1 eixp
x = dd |: + bi }
o=, [ 2oy L0
¢p
erhélt man so ] .
1 [ e 1 [ e ixp
UXUT:—/ [bp +alp] = = b p] =l
U= | e e =5 | ey e he) =
O
Aufgabe 13
(a) Setzen
2 .
fp,z,a(po) =p"" —p® —m® +ie
und

_ ;0.0
e~z

0
Ipze(P”) = ¢
P fo,e(°)
Dann besitzt gp . fiir € > 0 genau zwei Polstellen
z1:=/P2+m2—ic , z9:=—/p2+m?—ic
mit (per Konvention) $(z1) > 0 und R(z2) < 0, also I(z1) < 0 und I(z2) > 0. Da die Polstellen z; o einfach sind, ist

efizl_gxo e:FiacO\/pQ—i-m?—ia
Res (g z1 2) = : =
Pz, , — - -
bre(z12)  £2./p2+m2 —ic

Ferner fiir |pg| grofs genug:
2
‘gp,x,s| < —3
[pol

fiir 3(p®) > 0 (falls 2° < 0) bzw. fiir 3(p°) < 0 (falls 2° > 0), so dass nach Residuensatz folgt:

271 Z Res(gpzeszx) 2% <0
> S2,>0 exp {— sgn(z?) -ixo\/pm}
/ dp® gpyz,s(po) = =i /5 . 5 .
s —27i Z Res(gp,a.e, 2k) 29 >0 p% 4 m” e

Sz <0




Demnach

, _ 0y, ; OW} ‘ .
iy [ e BT 4f ee rnte) i5)
(2m)P s\ORd VP2 +m? +ice i(2m)d 2E,

R4

_ 6(=2") /ddp Jipx | P [iz0Ep) N Q(mo) /ddp Jipx | OXP [—iz"Ep |
2E, i(2m)d 2Ey,
Rd —_—— R

gerade in p

.

1 e €xp [iEp] 1 o exp [—ia"Ep]

—O(— 0 /dd ipX | p ) 0 /dd ipX | P
(=) | ¥P e 2B, oW [ 4P e 2F,

R4 — Rd —

exzp[Ez::p] exr;[g;;np]

= 0(z")AT(z) + 0(—2")A™ ()

wobei ©(0) := 1.

(b) Betrachten

- 0.0
N 1 d ipx 0 e
R4 R H,_p/
Ip,o(P?)
und ersetzen den Integrationspfad R des inneren Integrals mit dem Weg W C C der die beiden Pole FF, von gp ., auf
Halbkreisen (jeweils Hy fiir FE,) mit Radius ¢ in {& > 0} umgeht und sonst auf R von —oo nach oo lduft (W) (vgl.
Abb. 1).

Integrationspfad
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Abbildung 1: Integrationspfad zur Konstruktion des retar-
dierten Propagators.

Da fiir 2° < 0, 3(p°) > 0 und ‘pol groff genug gilt

2

0
‘gp@(p )‘ < W

ist nach Residuensatz fiir o < 0:

z°<0 .
Ip.=(P°) dp° =" omi Z Res (gp,z,2) =0

&~
v o
9p,x



Fiir o > 0 sei auferdem der Weg W + H' + H', betrachtet, der die Pole symmetrisch von unten umgeht (vgl. Abb. 2).
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Abbildung 2: Integrationspfad zur Konstruktion des retar-
dierten Propagators fiir zo > 0.

Da fiir 2° > 0, S(p°) < 0 und ‘pol grof genug gilt

2
0
‘gp,w<p )‘ < W

ist nach Residuensatz
z°>0 .
gp,m(po) dp’® *Z%9ri E Res (9p,z,2) =0

’ ’ J(2)<0
WRJFH*JFH* z Pol von
9Ip,x
das heifst
0
0 0z >0 0 0_ o _:
gp.e(p”) dp” "= / 9pe(0’) dp’ =2mi Y Res(gpa2)
H_+H g g 2€BZ(+Ep)
WatH-+Hy H-—H_+Hy—H, z Pol VOI’T
Ip,x

= —27i [Res(gp,z, —Ep) + Res(gp,z; Ep)| = B

(beachte Umlaufsinn). Somit:

1 d.. ipx 0 0y _ @(x())/ d ePx —iz®E, _ _ia"E
Ag(z) = /d pe / dp” gp,:(P") = i) d"p 2, |° Pt

Rd Wr+H_+H, Rd gerade
in p

1 e—i:cOEp+ipx 1 eixOEp—ipx
= O(z° dip ———— 0" /dd -
(=) / P o8, @) iamya | 4P 28,

R4 Rd

A+ () A= (x)

(c) Analog zu (b) betrachten nun den Pfad W + H! + H'_, der die beiden Pole FE, auf den unteren Halbkreisen H' und
H', umgeht. 3).



Aus (b) wissen wir fiir 20 > 0:

Fiir 2° < 0 analog:

also

Schlieflich:

Integrationspfad H.

Abbildung 3: Integrationspfad zur Konstruktion des avan-
cierten Propagators.

dp” gpo(p") =2mi Y Res(gparz) =0

’ ’ C\}(Z) <0
W+HH_+H, z Pol von
dp,x

dp” gp..(p") =0
W+H_+H,

= 27i [Res(gp,os —Ep) + Res(gp.zs Ep)] = T [ o—imoBp _ einEp}

1 ox

Rd Wer+H! +H,

.0 . .0 .
1 iz Ep—1ipx 1 —ix° Ep+ipx
=0(—z% /ddp e —O(—x") - /ddp e~

i(2m)d 2E,

R4 Rd

A (z) At (z)



