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Aufgabe 09
(a) Für lineare Transformation Λ : TqM → TqM auf dem Tangentialraum TqM und Metrik g folgt aus

g(Λx,Λx) = g(x, x) ∀ x ∈ TqM

allgemein sogar
g(Λx,Λy) = g(x, y) ∀ x, y ∈ TqM

denn

�����g(Λx,Λx) +������
�����g(Λy,Λy) + 2g(Λx,Λy) = g(Λ(x+ y),Λ(x+ y)) = g(x+ y, x+ y) = ����g(x, x)︸ ︷︷ ︸

g(Λx,Λx)

+����
���g(y, y)︸ ︷︷ ︸
g(Λy,Λy)

+2g(x, y)

Ist nun Λ solch eine Transformation, so gilt insbesondere

xT (ΛT gΛ)y = (Λx)g(Λy) = g(Λx,Λy) = g(x, y) = xT gy ∀ x, y ∈ TqM

(Matrix-Schreibweise) also

ΛT gΛ = g

(b) Schreiben

��gkl = gµνΛµkΛνλ = ����gµνδ
µ
k δ
ν
λ + gµνδ

µ
k︸ ︷︷ ︸

gkν

ενλ + gµνδ
ν
λ︸ ︷︷ ︸

gµλ

εµk + gµνε
µ
kε
ν
λ

= εkλ + ελk +O(ε2)

das heißt

εkλ + ελk ≈ 0

(c) Aus
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und

L
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= L
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φ
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∣∣
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)
+
∂L
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∣∣∣∣
x

δx+O((δx)2)

δxµ := (Λx)µ − xµ = εµk · xk

folgt

L (φ′(x), ∂φ′(x)) = L(φ(x), ∂φ(x)) +
∂L
∂xµ

∣∣∣∣
x

· εµkx
k +O(ε2)

= L
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x

+
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[
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= L
∣∣
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mit
Kµ
∣∣
x

:= L(φ(x), ∂φ(x)) · εµkxk

Dies entspricht dem Noether-Strom

Jµ =
∂L

∂(∂µφ)
∂φ

∂xν
· δxν −Kµ =

[
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∂(∂µφ)
∂φ

∂xν
· ενk − L · εµk

]
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=
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(d) Mit

P ν =
∫
ddx

[
π · ∂νφ− g0νL

]
=
∫
ddx T 0ν︸︷︷︸

P ν(x)

folgt ∫
ddx (x×P(x))ν =

∫
ddx xλP ν(x) · ελνk =

1
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∫
ddx

[
xλT 0ν − xνT 0λ

]︸ ︷︷ ︸
J 0νλ
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2
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∫
ddx J 0νλ = Lk
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