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Notation

Sei M der Phasenraum (Mannigfaltigkeit), Φ := {φ : M → R} der Raum aller skalarer Felder auf M und F := {F : Φ→ R}.
Annahme 1: Der Operator

δ

δφ(x)
: F → F

sei stetig in dem Sinne dass, für Fn
n→∞−→ F punktweise, geht auch δφ(x)Fn

n→∞−→ δφ(x)F punktweise.
Annahme 2: Der Operator δφ(x) ist linear.

Aussage 1

Für konstantes F ≡ const ist δφ(x)F = 0.
Beweis: Sei zunächst F ≡ 1. Dann

δφ(x)1 = δφ(x)(1 · 1) = 1 · δφ(x)1 + 1 · δφ(x)1 ⇒ δφ(x)1 = 0

Wegen Linearität folgt dies auch für beliebiges F ∈ R.

Aussage 2

Für n ∈ N0 gilt die Regel

δφ(x)F
n = n · Fn−1 · δφ(x)F (1)

wobei Fn := F · .. · F︸ ︷︷ ︸
×n

.

Beweis: Aus der Leibniz Regel folgt für n ∈ N:

δφ(x)(Fn) Leibniz= Fn−1 · δφ(x)F + F · δφ(x)F
n−1

= Fn−1 · δφ(x)F + F · Fn−2 · δφ(x)F + F 2 · δφ(x)F
n−2

= · · · =
n∑
k=1

F k · Fn−k−1 · δφ(x)F = nFn−1δφ(x)F

Der Fall n = 0 ist klar wegen Aussage 1.

Aussage 03

Es sei (Fz)z∈M ⊂ F eine Familie von Funktionen. Dann gilt :

δφ(x) (∂ziFz) = ∂zi
(
δφ(x)Fz

)
(2)

(falls beide Seiten sinnvoll) denn

δφ(x)∂ziFz = δφ(x) lim
h→0

1
h

[Fz+hei − Fz]

Stetig
& linear= lim

h→0

1
h

[
δφ(x)Fz+hei − δφ(x)Fz

]
= ∂ziδφ(x)Fz
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Aussage 4

Sei L : RN → R analytisch (lokal) und F1, .., FN ∈ F . Dann gilt die Kettenregel

δφ(x)L(F1, .., FN ) =
N∑
i=1

∂L
∂Fi

δφ(x)Fi

Beweis: O.B.d.A sei N = 1. Dann ist

δφ(x)(L ◦ F ) = δφ(x)

∞∑
n=0

anF
n

stetig
linear=

∞∑
n=0

an δφ(x)F
n︸ ︷︷ ︸

nFn−1δφ(x)F
Aussage 2

=

[ ∞∑
n=0

annF
n−1

]
︸ ︷︷ ︸

∂L
∂F

·δφ(x)F

Sei (Lz)z∈M ⊂ F eine Familie von Funktionen, so dass gilt

Lz(φ) = L(φ(z), ∂φ(z)) , φ ∈ Φ

das heißt Lz(φ) hängt nur von dem Wert und Ableitungen von φ am Ort z ab. Ist Lz(φ) analytisch in φ, so gilt die Kettenregel

δφ(x)Lz(φ) =
∂L
∂φ
· δφ(x)φ(z) +

∑
µ

∂L
∂(∂µφ)

δφ(x)∂φ(z)

Beweis: O.b.d.A sei Lz(φ) = Lz(φ(z)).

δφ(x)Lz(φ) = δφ(x)

∞∑
n=0

anφ
n(z)

stetig
linear=

∞∑
n=0

an δφ(x)φ
n(z)︸ ︷︷ ︸

nφn−1(z)δφ(x)φ(z)
Aussage 2

=

[ ∞∑
n=0

annφ
n−1(z)

]
︸ ︷︷ ︸

∂Lz
∂φ

·δφ(x)φ(z)

Aufgabe 04
Eigenschaft 1

Annahme: Integration und δφ(x) können vertauscht werden.
Dann gilt

δφ(z)

∫
J(x)φ(x) =

∫
δφ(z)(J(x)φ(x)) =

∫
J(x) · δφ(z)φ(x)︸ ︷︷ ︸

δ(x−z)

= J(z)

Eigenschaft 2

Schreiben:

δφ(x) exp (J) = δφ(x)

∞∑
k=0

Jk

k!
Stetig

= lim
k→∞

δφ(x)

k∑
l=0

J l

l!
Linear= lim

k→∞

k∑
l=0

δφ(x)
J l

l!

(1)
=
∞∑
k=0

k

k!
Jk−1 · δφ(x)J = δφ(x)J︸ ︷︷ ︸

J(x)

·
∞∑
k=0

Jk

k!
= J(x) · exp(J)

Aufgabe 05
Schreiben

0 = δφ(x)S[φ] =
∫
dnz δφ(x)L(φ(z), ∂φ(z), z)

Aussage 4
=

∫
dnz

∂L
∂φ

δφ(z)
δφ(x)︸ ︷︷ ︸
δ(z−x)

+
∂L

∂∂zµφ

δ∂zµφ(z)
δφ(x)︸ ︷︷ ︸

∂zµδφ(x)φ(z)
Aussage 3

=
∂L
∂φ

(φ(x), ∂φ(x), x) +
∫
dnz

∂L
∂(∂zµφ)

· ∂zµδ(z − x) =
∂L
∂φ

(φ(x), ∂φ(x), x)− ∂xµ
∂L

∂(∂xµφ)
(φ(x), ∂φ(x), x)
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Aufgabe 06
Poissonklammern der φ, π

Schreiben

{φ(x), φ(y)} =
∫
dnz

[
δφ(z)φ(x)︸ ︷︷ ︸
δ(x−z)

·δπ(z)φ(y)− δπ(z)φ(x) · δφ(z)φ(y)︸ ︷︷ ︸
δ(y−z)

]
= δπ(x)φ(y)− δπ(y)φ(x) = δ(y − x)− δ(x− y) = 0

{π(x), π(y)} Analog
= 0

{φ(x), π(y)} =
∫
dnz

[
δφ(z)φ(x)︸ ︷︷ ︸
δ(x−z)

·δπ(z)π(y)− δπ(z)φ(x) · δφ(z)π(y)︸ ︷︷ ︸
0

]
= δπ(x)π(y) = δ(y − x)

Bewegungsgleichung für Klein-Gordon-Theorie

Für Feld H(φ, π) gilt

{φ(x), H} =
∫
dnz

[
δπ(z)H · δφ(z)φ(x)︸ ︷︷ ︸

δ(x−z)

−δφ(z)H · δπ(z)φ(x)︸ ︷︷ ︸
0

]
= δπ(x)H

{π(x), H} Analog
= −δφ(x)H

Folglich

φ̇(x) = δπ(x)H =
∫
dnz

1
2

[
δπ(x)π

2(z)︸ ︷︷ ︸
2π(z)δπ(x)π(z)

Aussage 2

+δπ(x)

( n∑
i=1

(∂iφ)2(z)
)

+m2 δπ(x)φ
2(z)︸ ︷︷ ︸

2φ(z)δπ(x)φ(z)=0
Aussage 2

]

=
∫
dnz

[
π(z)δ(z − x) +

n∑
i=1

(∂iφ(z)) · δπ(x)(∂iφ(z))︸ ︷︷ ︸
0

Aussage 3

]
= π(x)

π̇(x) = −δφ(x)H = −
∫
dnz

1
2

[
2π(z) · δφ(x)π(z)︸ ︷︷ ︸

0

+
n∑
i=1

(∂iφ(z)) · δφ(x)(∂iφ(z))︸ ︷︷ ︸
∂ziδφ(x)φ(z)
Aussage 3

+2m2φ(z) δφ(x)φ(z)︸ ︷︷ ︸
δ(z−x)

]

= −m2φ(x)−
n∑
i=1

∫
dnz (∂iφ(z)) · ∂ziδ(z − x)︸ ︷︷ ︸

−∂i(∂iφ(x))

= −m2φ(x) +
n∑
i=1

∂2
i φ(x)
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