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Aufgabe 01
Annahme: Die Blenden werden mit monochromatischen, ebenen, senkrecht ankommenden, kohärenten Wellen gemäß

u−(x, y, 0) ∼ 1

beleuchtet.

a) Setzen den Koordinatenursprung in das Zentrum der Blende. Das Feld unmittelbar nach der Blende ergibt sich als

u0(x, y) := u+(x, y, 0) = Θ
(
a−

√
x2 + y2

)
so dass sich das Spektrum U0(kx, ky) ergibt als

U0(kx, ky) =
1

(2π)2

∫
R2

Θ
(
a−

√
x2 + y2

)
· e−i(kxx+kyy) dx dy

Polarkoordinaten=
1

(2π)2

a∫
0

2π∫
0

e−i(kx cosϕ+ky sinϕ)ρρ dϕ dρ

Aufgrund von Symmetriegründen ist U0(kx, ky) = U0(rk) mit rk :=
√
k2
x + k2

y, so dass insbesondere

U0(kx, ky) = U0(rk) = U0(kx = rk, ky = 0)

ist, also

U0(rk) =
1

(2π)2

a∫
0

ρ dρ

2π∫
0

e−irkρ·cosϕ dϕ
∗=

1
(2π)2

a∫
0

ρ dρ

2π∫
0

eirkρ·cosϕ dϕ

Unter Kenntnis dass für die Besselfunktionen 1. Art gilt:

Jn(z) =
1

2πin

2π∫
0

eiz cosϕeinϕ dϕ

folgt für obiges Integral

U0(rk) =
1

2π

a∫
0

ρJ0(rkρ) dρ

Durch die Identität
d

dx
[xmJm(x)] = xmJm−1(x)

folgt

U0(rk) =
1

2πr2
k

rka∫
0

(rkρ)1J0(rkρ) d(rkρ) =
1

2πr2
k

rka∫
0

d

d(rkρ)
[
(rkρ)1J1(rkρ)

]
d(rkρ)

=
1

2πr2
k

[
(rka)1J1(rka)

]
=
a2

2π
J1(ark)
ark
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Somit ist das Beugungsbild in Fraunhofernäherung gegeben durch

u(x, y, z) = −i (2π)2

λz
eikzei

k
2z (x2+y2) · U0

(
k
x

z
, k
y

z

)
︸ ︷︷ ︸

U0( k
z ρ)

= −ia
ρ
· eikzei k

2z ρ
2
· J1

(
ak

z
ρ

)
, ρ :=

√
x2 + y2

b) Das erste Loch befinde sich im Ursprung und das n-te Lochzentrum befinde sich bei ~rn = (x+nb, 0, 0) . Das Spektrum
ergibt sich durch die Rechenregeln für Fouriertransformationen als

UN (kx, ky) =
N−1∑
n=0

U0(kx, ky)eikxnb = U0(kx, ky)
N−1∑
n=0

(
eikxb

)n
= U0(kx, ky) · 1− eikxbN

1− eikxb

= U0(kx, ky)eikx(N−1) ·
sin
(
kxNb

2

)
sin
(
kxb
2

)
Somit ergibt sich für das Beugungsfeld in Fraunhofernäherung

uN (x, y, z) = −i (2π)2

λz
eikzei

k
2z (x2+y2) · UN

(
k
x

z
, k
y

z

)
= ei

kx
z (N−1) ·

sin
(
kxNb

2z

)
sin
(
kxb
2z

)︸ ︷︷ ︸
Inneres Muster

· u(x, y, z)︸ ︷︷ ︸
Bild einer
einzelnen

Lochblende
(Einhüllende)

c) Beginnen mit dem Anfangsfeld

u0(x) = exp
{

2πi
(x
a
−
⌊x
a

⌋)
h
}

Θ(Na− x)Θ(x)

und dessen Spektrum

U0(kx) =
1

2π

2π∫
0

u0(x)e−ikxx dx =
1

2π

Na∫
0

exp
{

2πi
(x
a
−
⌊x
a

⌋)
h− ikxx

}
dx

=
1

2π

N−1∑
n=0

(n+1)a∫
na

exp
{
i

(
2π
a
− kx

)
x− 2πinh

}
dx =

1
2π

N−1∑
n=0

e−2πinh

(n+1)a∫
na

exp
{
i

(
2π
a
− kx

)
x

}
dx

kx 6=
2π
a

: U0(kx) =
a

i2π (2π − akx)

N−1∑
n=0

e−2πinh

[
exp

{
i

(
2π
a
− kx

)
x

}](n+1)a

na

=
a [exp {i (2π − kxa)} − 1]

i2π(2π − akx)

N−1∑
n=0

ein(2π−kxa−2πh) =
a
[
e−ikxa − 1

]
i2π(2π − akx)

N−1∑
n=0

e−in(kxa+2πh)

︸ ︷︷ ︸
Ω

Setzen wir q := exp {−i(kxa+ 2πh)} so ist

Ω =
N−1∑
n=0

qn =
1− qN

1− q
=
q

N
2

q
1
2
·

(
q−

N
2 − qN

2

)
(
q−

1
2 − q 1

2

) = e−i
(N−1)

2 (kxa+2πh) ·
sin
(
N
2 (kxa+ 2πh)

)
sin
(

1
2 (kxa+ 2πh)

)
also

U0(kx) =
a
[
e−ikxa − 1

]
i2π(2π − akx)

· e−i
(N−1)

2 (kxa+2πh) ·
sin
(
N
2 (kxa+ 2πh)

)
sin
(

1
2 (kxa+ 2πh)

)
2



Somit ergibt sich das Beugungsfeld in Fraunhofernäherung als

u(x, y, z) = −i2π
λz
eikz · U

(
k
x

z

)
ei

k
2z x

2

= −
a
[
e−i

kxa
z − 1

]
λ (2πz − akx)

· eikz · ei k
2z x

2
· exp

{
− (N − 1)

2z
(kxa+ 2πhz)

}
·

sin
[
N
2z (kxa+ 2πhz)

]
sin
[

1
2z (kxa+ 2πhz)

]
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