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Aufgabe 01
Betrachten die Anfangsfeldverteilung

u0(x, y, t) = v0(x, y, t)e−iω0t

Die Einhüllende v0(x, y, t) habe die Spektralfunktion

V0(kx, ky, ω) = F {v0} (kx, ky, ω), ω = ω − ω0

Das Spektrum V (kx, ky, ω, z) der Einhüllenden v(x, y, z, τ) des Feldes

u(x, y, z, t) = v(x, y, z, τ)ei(k0z−ω0t)

mit der mitgeführten Zeit τ = t− z

vg
ist dann gegeben durch

V (kx, ky, ω, z) = V0(kx, ky, ω) · H(kx, ky, ω, z)

mit der Übetragungsfunktion des Mediums

H(kx, ky, ω, z) = exp
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und der Dispersion D =
∂2k

∂ω2
|ω0 der Gruppengeschwindigkeit. Beim Durchgang durch ein Medium (Df ) der Länge df und

darauf folgend durch ein Medium (Dc) der Länge dc ergibt sich somit das Spektrum V (kx, ky, ω, df + dc) der Einhüllenden
v(x, y, df + dc, τ) als

V (kx, ky, ω, df + dc) = V0(kx, ky, ω) · Hf (kx, ky, ω, dc) · Hc(kx, ky, ω, df )

Betrachten wir ein transversal unendlich ausgedehntes Feld u0(x, y, t) (bzw. nur die Dispersionseffekte), das heißt kx, ky → 0,
und fordern wir die Erhaltung des Spektrums, so muss gelten:

Hf (0, 0, ω, dc) · Hc(0, 0, ω, df ) = exp
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]
!= 1 → dc = −df ·

Df

Dc

Aufgabe 02
a) Für die Entwicklung des Spektrums U(kx, ky, ω, z) eines Feldes u0(x, y, t) in einem Medium mit der Dispersionsrelation

k = k(ω) wurde (unter Fresnelscher Näherung) die Übertragungsfunktion

HF (kx, ky, ω, z) = exp [izk(ω)] · exp
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durch die Taylorentwicklung
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auf die Form

HF (kx, ky, ω, z) ≈ exp (ik0z) · exp
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genähert. Zwar verschwindet fürD = 0 der Einfluss der Dispersion der Gruppengeschwindigkeit in oberer Übertragungs-
funktion, doch erweist sich dabei plötzlich der Einfluss höherer Terme der Taylorentwicklung als nicht vernachlässigbar,
das heißt die quadratische Näherung ist nicht mehr gerechtfertigt.

b) Betrachten das Feld
u0(x, y, t) = v0(x, y, t)e−iω0t

Die Übetragungsfunktion H ergibt sich in paraxialer Näherung als

H(kx, ky, ω, z) = exp [izk(ω)] · exp
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Durch die Näherung k(ω) ≈ k0 im rechten Term, und

k(ω) ≈ k0 +
1
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im linken Term, erhält man

H(kx, ky, ω, z) ≈ eik0z · exp
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Unter Einführung der mitgeführten Zeit τ := t− z

vg
ergibt sich analog zur parabolischen Näherung das Feld als

u(x, y, z, t) = exp [i(k0z − ω0t)]·
∫
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V0(kx, ky, ω) · exp
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︸ ︷︷ ︸

V (kx, ky, ω, z)

· exp [i(kxx+ kyy − ωτ)] dkx dky dω

︸ ︷︷ ︸
v(x,y,z,τ)

wobei die Einhüllende v0 das Spektrum
V0(kx, ky, ω) , ω = ω − ω0

habe:
V0(kx, ky, ω) =

1
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∫
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v0(x, y, t) exp [−i(kxx+ kyy − ωt)] dx dy dt

und V (kx, ky, ω, z) eben genau das Spektrum der Einhüllenden v(x, y, z, τ) ist. Differenzieren von V (kx, ky, ω, z) ergibt

i
∂

∂z
V (kx, ky, ω, z) = −1

2

(
Dω2 +

Γ
3
ω3 −

k2
x + k2

y

k0

)
V (kx, ky, ω, z)

was im Ortsraum impliziert:
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Speziell sei D = 0 und kx, ky → 0 (also ∆(2)v → 0):
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c) Ohne explizite Lösung oberer Differentialgleichung ist nur eine qualitative Aussage möglich: Die Änderungsrate der
Pulsform wächst mit der zeitlichen Änderungsrate, das heißt je kürzer der Puls, desto schneller ändert sich seine Form
und desto kürzer wird seine Ausbreitungslänge.
Man kann jedoch, hinsichtlich der Definition des Dispersionsparameters, auch hier eine charakteristischen Ausbrei-
tungslänge gemäß

L′B :=
T 3

0

|Γ|
einführen.

2


