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Aufgabe 01
Aufgabenstellung

Es seien E1, .., En und F Banachräume und

f : E1 × · · · × En → F , (x1, .., xn) 7→ f(x1, .., xn)

n-linear und stetig, das heißt
‖f‖ := sup

‖xi‖≤1

‖f(x1, .., xn)‖ <∞

Dabei sei auf E1 × · · · × En die Norm

‖(x1, .., xn)‖ := max
1≤i≤n

‖xi‖

eingeführt. Zeigen Sie:

1. ‖f(x1, .., xn)‖ ≤ ‖f‖ · ‖x1‖ · .. · ‖xn‖ ∀ xi ∈ Ei

2. Die Ableitung von f ist gegeben durch

f ′(x1, .., xn)(h1, .., hn) =
n∑

i=1

f(x1, .., hi
↑
i

, xi+1, .., xn)

3. Die Funktion
g : R→ F , g(t) := f(x1(t), .., xn(t))

besitzt die Ableitung

g′(t) =
n∑

i=1

f(x1(t), .., xi(t), .., xn(t))

(falls die xi differenzierbar sind).

Lösung

1. Sei x := (x1, .., xn) ∈ E1 × · · · × En beliebig (o.B.d.A. xi 6= 0 ∀ i), dazu

y := (y1, .., yn) :=
(

x1

‖x1‖
, . . . ,

xn

‖xn‖

)
Dann ist ‖y‖ = 1 und daher ‖f(y)‖ ≤ ‖f‖ bzw.

‖f(x)‖ = ‖f(y)‖ · ‖x1‖ · .. · ‖xn‖ ≤ ‖f‖ · ‖x1‖ · .. · ‖xn‖

was zu beweisen war.
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2. Wegen

f(x + h) = f(x) +
n∑

i1=1

f(x1, .., hi1 , .., xn)︸ ︷︷ ︸
=:F (x,h)

+
∑

1≤i1<i2≤n

f(x1, .., hi1 , .., hi2 , .., xn) + · · ·+ f(h)︸ ︷︷ ︸
=:r(x,h)

und

lim
h→0

‖r(x,h)‖
‖h‖

≤ lim
h→0

∑
1≤i1<i2≤n

∥∥∥f (x1, ..,
hi1
‖h‖ , .., hi2 , .., xn

)∥∥∥+ · · ·+
∥∥∥f ( h1

‖h‖ , h2, .., hn

)∥∥∥

≤ lim
h→0

∑
1≤i1<i2≤n

‖f‖ · ‖x1‖ · .. ·
‖hi1‖
‖h‖

· .. · ‖hi2‖ · .. · ‖x‖+ · · ·+ ‖f‖ · ‖h1‖
‖h‖

· .. · ‖hn‖

= 0

besitzt f die Ableitung

f ′(x)h = F (x,h) =
n∑

i=1

f(x1, .., hi, .., xn)

3. Nach Kettenregel gilt

g′(t)h = f ′(x)x′(t)h =
n∑

i=1

f(x1(t), .., x′i(t)h, .., xn(t)) =
n∑

i=1

f(x1(t), .., x′i(t), .., xn(t)) · h

sprich

g′(t) =
n∑

i=1

f(x1(t), .., x′i(t), .., xn(t))
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