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Aufgabe 01
Aufgabenstellung

Gegeben sei die KdV-Gleichung
∂tv = ∂xxxv + 3(∂xv)2 , t, x ∈ R

Zeigen Sie, dass der Ansatz v(t, x) = w(x+ ct) auf die Lösung

v(t, x) = 2a(1 + l)−1 · l , l(t, x) := eax+a
3tb , a, b ∈ R

führt.

Lösung

Gehen mit dem Ansatz v(t, x) = w(x+ ct) in die KdV-Gl. ein und erhalten

c · w(1) = w(3) + 3(w(1))2

bzw.
ζ ′′ = cζ − 3ζ2

für ζ(t) := w(1)(t). Multiplizieren mit 2ζ ′ führt zu

2ζ′ζ′′︷ ︸︸ ︷
d

dt
(ζ ′)2 =

(2cζ−6ζ2)·ζ′︷ ︸︸ ︷
d

dt

∫ (
2cζ − 6ζ2

)
dζ

bzw.
(ζ ′)2 = cζ2 − 2ζ3 +A , A : const

Durch Trennung der Variablen und der Wahl A = 0 erhält man∫
dζ

ζ
√
c− 2ζ︸ ︷︷ ︸

− 2√
c

arctanh
h√

c−2ζ
c

i
+const

= t

also

ζ(t) =
c

2
− c

2
tanh2

[
B −

√
c

2
t

]
=

2ceB−
√
ct(

1 + eB−
√
ct
)2

Dementsprechend ergibt sich

w(t) =
∫
ζ(t) dt =

2
√
c

1 + eB−
√
ct

+ C , C : const
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Speziell für C = −2
√
c ergibt sich

w(t) = −2
√
c · eBe−

√
ct

1 + eBe−
√
ct

, B ∈ R

Nach Identifizierung a := −
√
c, b := eB ergibt sich

v(t, x) = w(x+ ct) = 2a · bea(x+a
2t)

1 + bea(x+a2t)

was zu behaupten war.
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