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Aufgabe 07

Betrachtet sei das sogenannte Michaelis-Menten-Modell

x=f(x) , x=(C,N) , f(x)=

fiir die Zustandsvariablen C, N > 0.
(a) Bzgl. C ist zu erkennen:

e Der Term f(C) entspricht der normalen Diffusion des Nahrstoffes in die Kultur, im Falle einer ver-
schwindenden Aufnahmerate, sprich b,, — 0. In dem Falle wire C, genau die (stabile) Gleichgewichts-
konzentration. Entsprechend beschreibt D die Durchlissigkeit der Membran und besitzt die Einheit

(D] = Zeit .
e Anderseits entspricht der Term b(C') genau der Pro-Mikroorganismusbiomasse Konzentrationsreduk-
tion aufgrund der Aufnahme durch die Mikroorganismen und besitzt Dimension [b(C)] = [by] =

[C] - [N]™" - Zeit™!. Der Aufnahmeparameter M entspricht der Nihrstoffkonzentration, bei der die
Pro-Biomasse-Konzetrationsreduktion die Halfte des Maximalwerte erreicht hat.

Zu bemerken sei, dass die Nahrstoffkonzentration unter keinen Umstdnden auf Dauer einen Wert hoher als
C, erreichen kann.

Bzgl. N ist zu erkennen:

e Der Term w - b(C) entspricht der durch die Nahrstoffaufnahme erfolgte Pro-Kopf Reproduktionsrate,
erreicht fiir C — oo den Maximalwert u - b, und besitzt die Dimension [u - b(C)] = Zeit~!. Dement-
sprechend besitzt der Umsatzfaktor u die Dimension [u] = [N]-[C] "

e Die konstante Pro-Kopf Sterberate u besitzt die Dimension [u] = Zeit™1.

(b) Die Hauptisoklinen {C = O} und {N = 0} ergeben sich direkt geméf

{C’=0}={f(0>:b(c>-zv}:{N:bZ, (C+M)C(Oa—0)}

{N =0} = {N =0} U{u-b(C) =} = {N =0} U{C - (u: by — 1) = M}

0 falls
b <

Abbildung (0.1) zeigt die Verlaufe des Vektorfeldes und Hauptisoklinen fiir typische Modellparameter.
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Abbildung 0.1: Vektorfeld und Isoklinen im Michaelis-
Menten-Modell fiir verschiedene Modellparameter.

Die Existenz des senkrechten Zweigs der Isoklinen {N = 0} ist dquivalent zur Bedingung
U-by > (0.1)

sprich einer Pro-Kopf-Sterberate p geringer als die maximal erreichbare néhrstoffbedingte Pro-Kopf-Reproduktionsrate
U - b,,. In dem Fall schneiden sich die beiden Isoklinen

e An zwei Punkten, falls der Zweig {u - b(C) = u} zwischen 0 und p liegt. Dies ist dquivalent! zu pu <
u - b(C,), wobei das System bei jeglichem Anfangswert xo ¢ {N = 0} gegen den inneren Fixpunkt
streben wird.

Fiir Ny = 0 strebt lediglich die Ndhrstoffkonzentration gegen den Gleichgewichtswert C,,.

e An einem Punkt, falls u - b(C,) < p. In dem Fall kann die Populationsmortalitéit nicht dauerhaft
kompensiert werden, da C' auf Dauer nicht iiber C, liegen kann. Das System strebt also stets gegen
(Cyq,0).

Andernfalls ist die Sterberate u - b, < p einfach zu hoch um durch noch so hoher N&hrstoffkonzentration
kompensiert zu werden, so dass das ganze System gegen den einzigen Fixpunkt (C,, 0) tendiert (Aussterben
der Population unabhéngig vom Startwert)!

(c) Die Fixpunkte ergeben sich als Schnittpunkte der Hauptisoklinen geméfs
X(l) = (O?aN?) = (Ca,())

M f(CY
x) = (CI,NJ) = (ub,u o b((C'g))> falls  u-b(Cq) > p
m 2

Die Jacobi-Matrix

of -D-V(C)-N —b(C)
x w-b(C)-N  u-bC)—pu
nimmt an den Fixpunkt(en) jeweils die Werte
or| -D —b(Cy,)
0% |g 0 w-b(Co) —p
ok [DVEH Nt
Pha \ wewenNg o

1Beachte dass b(C') streng monoton wachsend in C ist.



mit jeweils den Eigenwerten

)‘% =-D, /\% =u-b(Cy) — p
bei x{ und
-8 2

£\ =7 Bi=DAV(CY) NG, vi=peH(CD) - Ny
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2 _
M= E\

>0 >0

bei xY. Zu erkennen ist, dass x

e ein stabiler Knoten ist, falls u-b(C,) < p, da )\%/2 < 0. Dies tritt nach (b) nur auf wenn x{ der einzige
Fixpunkt ist.

e cin Sattelpunkt ist, falls u - b(C,) > p, da A} < 0, A} > 0. Dies tritt nach (b) nur auf wenn es beide
Fixpunkte x9, x9 gibt!

Ferner ist xJ (falls existent) nach Hurwitz stets stabil und speziell

e cin stabiler Strudel, falls v > 3%/4 bzw.

(D+0/(C9)-N9)* - (b(CF) + () - (Ca = CY))°
W(CH-Ng 7 W(CF)-b(CB)-(Ca— )

unabhéngig von D

o>

Aus (0.2) wird ersichtlich, dass tatsdchlich (fiir geniigend kleines D) dieser Fall eintreffen kann.

/ 0y.770)2
e ein stabiler Knoten, falls 7 < ﬁ2/4 bzw. u < %

geniigend grofes D) dieser Fall eintreffen kann.

. Aus (0.2) ist ebenso klar, dass (fiir

Nach (c) existiert der (stets stabile) Fixpunkt x9 genau dann wenn u - b(C,) > u. Ferner ist der Fixpunkt
xY stabil falls u - b(C,) < p, instabil (Sattelpunkt) falls u - b(C,) > p. Im ersteren Fall ist die Sterberate
im Vergleich zum Umsatzfaktor u zu grof, so dass die Population stets gegen 0 kollabiert. Im zweiten
Fall, fiihrt jeder Anfangswert N° # 0 (gegebenfalls asymptotisch) auf das Gleichgewicht (C9, N?), in dem
Néahrstoffzufuhrrate gerade die Néhrstoffausbeute kompensiert, und Nahrstoffumsatz gerade die Mortalitét
kompensiert wird.

Abbildung (0.2) illustriert die Werte der beiden Fixpunkte fiir verschiedene Sterberaten u.

Abbildung 0.2: Verlauf der beiden Fixpunkte x9, xJ in der
(C, N)-Ebene parametrisiert durch p.

Abbildung (0.3) zeigt die Fixpunktwerte C°, N° in Abhéngigkeit von der Sterberate j.
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Abbildung 0.3: Verlauf der Fixpunktwerte C° und N in
Abhéngigkeit von der Sterberate p.

Schliefslich zeigt Abbildung (0.4) den typischen Trajektorienverlauf in der Nahe der beiden Fixpunkte.

- AN
M=C,=1
D =001, b, =1

5

LR

a

RN

M=C,=1 |
D=b,=1
w=1, n=0.1

4

- - - % = v

Abbildung 0.4: Typischer Trajektorienverlauf in der Ndhe
der beiden Fixpunkte x?, x3 fiir verschiedene Modellparame-
ter. Oben links: stabiler Knoten, oben rechts: stabiler Stru-
del, unten links: Sattelpunkt, unten Rechts: stabiler Knoten.



