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Aufgabe 05

Betrachtet sei die gewohnlichen Differentialgleichung

P=f(r) , r—<"§>

f(r):<A<B“)‘“’”2y> , AB>0 (0.1)

wobei

Bz — 2%y
fiir x,y > 0.

(a) Die Hauptisoklinen {# = 0} bzw. {y = 0} ergeben sich direkt aus (0.1) geméfs

{izo}:{y:@”jﬁ#}

{9 =0} ={z=0yu{y = B/x}

Abbildung (0.1) zeigt einen typischen Verlauf des Vektorfeldes (x,y) zusammen mit den entsprechenden
Isoklinen.

Phasenraum-Vektorfeld f(z,y) im Briisselator-Modell
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Abbildung 0.1: Typischer Verlauf des Vektorfeldes f(z,y)
im Briisselator-Modell fiir A = B = 1.



Abbildung (0.2) zeigt typische Verliufe der Isoklinen fiir verschiedene Werte A, B.

Isoklinen {dx/dt=0} & {dy/dt=0} im Briisselator-Model
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Abbildung 0.2: Typischer Verlauf der Isoklinen
{# =0} & {y =0} im Briisselator-Modell fiir verschiedene
Werte A, B.

Erwartungsgeméf wird es sich bei den Trajektorien um Spiralen mit dem Isoklinen-Schnittpunkt (Fixpunkt)
als Zentrum handeln.

(b) Der Fixpunkt r des Systems ergibt sich durch die Forderung (r?) =0 0 (Schnittpunkt der Isoklinen) als
r = (2%9%) = (4, %) (0.2)

Die Jacobi-Matrix von ist am Fixpunkt gegeben durch

o _ [(=(B+1)+2zy =z? _(B-1 A?
or|o B —2xy —z? o \ -B _ A2
und besitzt die Eigenwerte
1
Az = 5 [—(A +/(A2-B 117 4A2} (0.3)

Dabei kann zwischen folgenden Féillen unterschieden werden:

e B< A% —2A + 1, dann ist (A% — B + 1) — 442 > 0 und beide Eigenwerte sind reell, negativ. Der
Fixpunkt r° ist daher ein stabiler Knoten.

e B> A% +2A+1, dann ist (A2 — B+ 1)? — 442 > 0 und beide Eigenwerte sind reell, positiv. Der
Fixpunkt r° ist daher ein instabiler Knoten.

e A2 -2A+1<B< A?+2A+1,dann ist (A% — B +1)? — 44% < 0 und beide Eigenwerte

1
Nz = 3 [-(A?- i /(A2 = B+1)2 — 442]

sind komplex, mit R{\; o} = —(A? — B+1). Im Fall:
o B< A2+ 1ist R {)\1/2} < 0, sprich der Fixpunkt r® ist ein stabiler Strudel.
o B> A%+ 1ist R{\;/2} > 0, sprich der Fixpunkt r° ist ein instabiler Strudel.



o B=A>+1ist R {)\1/2} =0und S{N\} = -8 {\2} # 0, sprich der Fixpunkt ist Zentrum eines
Wirbels.

Abbildung (0.3) zeigt die Abhéingigkeit des Realteils R {\;/2} der Eigenwerte von den System-Parametern
A, B.

Realteil der Jacobi-Eigenwerte A1, A2 am Fixpunkt im Briisselator-Modell
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Abbildung 0.3: Realteil §R{)\1/2} der Jacobi-Eigenwerte
am Fixpunkt im Briisselator-Modell.

Abbildung (0.4) illustriert die Art des Fixpunktes r’ in Abhiingigkeit von den Werten A, B.

2 T
Instabiler Instabiler
Knoten\ Strudel
*
1.5 -
Stabiler
o 1 Strudel
0.5
Stabiler Stabiler
Knoten Knoten
0 1
0 05 1 15 2

Abbildung 0.4: Fixpunkt-Typ im Briisselator-Modell je
nach A, B-Werte.

Ist A konstant vorgegeben, so kann der Fixpunkt r’ = (A4, B/A) je nach Wert von B alle Hauptformen an-
nehmen (stabiler/instabiler Knoten/Strudel). Insbesondere verschiebt sich das Gleichgewicht r mit wach-
sendem B zu hoheren Y Konzentrationen. Abbildung (0.5) illustriert das genaue Verhalten des Fixpunktes
bei variierendem B.
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Abbildung 0.5: Verhalten des Fixpunktes in Abhéngigkeit
von B bei vorgegebenem A = 0.5.

Abbildung (0.6) illustriert den Trajektorienverlauf in Fixpunktumgebung in allen 4 Féllen.
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Abbildung 0.6: Trajektorienverlauf in Fixpunktumgebung
fiir verschiedene Fixpunkttypen im Briisselator-Modell. Pfei-
le reprasentieren Richtung des Vektorfeldes f, schwarze Kur-
ven die beiden Hauptisoklinen.

(c) Seien A, B fest vorgegeben. Zu zeigen wére: Es existiert keine Losung r(t) mit tlim z(t) = oo oder tlim y(t) =
— 00 — 00

oo. Offensichtlich bleibt jede Trajektorie r(¢) mit r(0) € R im positiven Quadranten, da jc’m:o =A>0
und y’y:O = Bz > 0.



e Angenommen fiir irgendeine Losung r(t) geht z(t) 2% 0. Wegen

0< tlim y(t) = / / x — x?y)(7) dr
0

miisse dann jedoch

tlirgox(t) = /OO:E(T) dr = 7(/1 — (7)) dr — 7(Bx —2%y)(7) dT = —0
0 0 Tlo;co_:o 0 .

ein Widerspruch!

e Angenommen fiir irgendeine Losung r(t) ginge y( ) % 0. Nach voriger Uberlegung muss z(t) und
somit auch #(t) beschréinkt sein. Wegen i(x,y) “—> oo falls =25 0, muss 2 "=% 0 gehen. Doch dann
ginge trotzdem @ = A — (B + 1)z +22%y — (x) > A > 0, also doch z(t) 2% 0, ein Widerspruch.

————

—0



