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Aufgabe 01

a) Die DGL

A · ∂
2U

∂x2
+B

∂2U

∂x∂y
+ C

∂2U

∂y2
= 0, A = 1, B = 0, C = 1

is elliptisch da B − 4AC = −4 < 0.

b) Die triviale Lösung ist gegeben durch
U = ax+ by, a, b ∈ R

Über den Ansatz
U = U(λx+ y)

kommt man durch

∂2U

∂x2
= λ2 · d2U

d(λx+ y)2
,
∂2U

∂y2
=

d2U

d(λx+ y)2
⇒ ∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
= (λ2 + 1) · d2U

d(λx+ y)2
= 0

 λ = ±i

auf
U = U1(ix+ y) + U2(−ix+ y)

wobei U1, U2 beliebige Funktionen sein können, die oberen Ansatz erfüllen.
Probe: Wir setzen die Lösung in die DGL ein

∂U

∂x
=
∂U1

∂x
+
∂U2

∂x
=

dU1

d(ix+ y)
· ∂(ix+ y)

∂x
+

dU2

d(−ix+ y)
· ∂(−ix+ y)

∂x
= i ·

(
dU1

d(ix+ y)
− dU2

d(−ix+ y)

)

∂2U

∂x2
= i2 ·

(
d2U1

d(ix+ y)2
+

d2U2

d(−ix+ y)2

)

Analog :
∂2U

∂y2
=

d2U1

d(ix+ y)2
+

d2U2

d(−ix+ y)2

⇒ ∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
=
(
i2 + 1

)
·
(

d2U1

d(ix+ y)2
+

d2U2

d(−ix+ y)2

)
= 0
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Aufgabe 02

a) Ist ϕ1(p) = ϕ2(p) = A cos(kp+ δ) dann ergibt sich für die Wellenfunktion

ϕ(x, t) = A cos(kx− kct+ δ) + cos(kx+ kct+ δ) = 2A cos(kx+ δ) cos(kct)

Diese stellt eine stehende Welle der Kreisfrequenz ω := kc und einem Knotenabstand d =
π

k
. Die Maximalamplitude

dieser Welle beträgt 2A.

b) Die Knotenpunkte sind gegeben durch die Forderung dass cos(kx+ δ) != 0, also

kx+ δ =
π

2
+ nπ, n ∈ N ⇒ x =

π(2n+ 1)
2k

− δ

k

Aufgabe 03

a) Setzen

A := 1, B := 2v, C :=
(
v2 − σ

µA

)
→ A

∂2ϕ

∂t2
+B

∂2ϕ

∂x∂t
+ C

∂2ϕ

∂x2
= 0

und machen den Ansatz ϕ = ϕ(p), p := λt+ x. Dadurch kommen wir auf

∂2ϕ

∂t2
= λ2 d

2ϕ

dp2
,
∂2ϕ

∂x2
=
d2ϕ

dp2
,
∂2ϕ

∂x∂t
= λ

d2ϕ

dp2

→
(
Aλ2 +Bλ+ C

)
· d

2ϕ

dp2
= 0

Wir untersuchen die nicht trivialen Lösungen, und bekommen aus

λ =
−B ±

√
B2 − 4AC
2A

= −v ±
√

σ

µA︸ ︷︷ ︸
c

die allgemeine Lösung in Form von

ϕ(x, t) = ϕ1 (ct− vt+ x) + ϕ2 (−ct− vt+ x)

Aus oberem Ausdruck kann man erkennen dass sich ϕ aus zwei verschiedenen Wellen mit den Geschwindigkeiten ct−vt
und ct+ vt zusammensetzt.

b) Die DGL für die Charakteristiken ergeben sich aus der Forderung

dx

dt
=
B ±

√
B2 − 4AC
2A

= v ± c

Somit sind die Charakteristiken

x1 = (v + c) · t+ C1, x2 = (v − c) · t+ C2, C1, C2 ∈ R
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c) Die Randbedingung

ϕ(x, 0) = a cos kx,
∂ϕ

∂t
(x, 0) = 0

ergibt

∂ϕ

∂t
(x, 0) =

∂ϕ1

∂p1

∂p1

∂t
+
∂ϕ2

∂p2

∂p2

∂t
= (c− v)∂ϕ1

∂p1
− (c+ v)

∂ϕ2

∂p2
= (c− v)dϕ1

dp1
− (c+ v)

dϕ2

dp2

= (c− v)dϕ1

dx
− (c+ v)

dϕ2

dx
=

d

dx
[(c− v)ϕ1 − (c+ v)ϕ2] = 0 → (c− v)ϕ1(x)− (c+ v)ϕ2(x) = C1

ϕ1(x) + ϕ2(x) = a cos kx → ϕ1(x) =
(c+ v)

2c
·
(
a cos kx+

C1

c+ v

)
, ϕ2(x) =

(c− v)
2c

·
(
a cos kx− C1

c− v

)

→ ϕ(x, t) = ϕ1(x+ (c− v)t) + ϕ2(x− (c+ v)t) =
a

2c
·

(c+ v) cos

kx+ k(c− v)︸ ︷︷ ︸
ω1

·t

+ (c− v) cos

kx− k(c+ v)︸ ︷︷ ︸
ω2

·t




=
a(c+ v)

2c
cos(ω1t+ kx) +

a(c− v)
2c

cos(ω2t− kx)

Oberes entspricht genau einer Superposition zweier Wellen mit unterschiedlichen Frequenzen, Geschwindigkeiten und
Amplituden.

3


