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Bemerkungen: Ist f(x) eine als Fourier-Integral dargestellte reelle Funktion dann gilt

f(x) =
∫ ∞

−∞
g(ω)eiωtdω = <{f(x)} =

∫ ∞

−∞
<

{
g(ω)eiωt

}
dω

Ist ferner g(ω) reell dann folgt

g(x) =
∫ ∞

−∞
g(ω) cos ωt dω

Sei gτ (ω) die Fourier-Transformierte von f(t− τ), τ : const. Dann gilt

gτ (ω) =
1
2π

·
∫ ∞

−∞
f(t− τ)e−iωtdt =

1
2π

·
∫ ∞

−∞
f(u)e−iω(u+τ)du = e−iωτ · 1

2π
·
∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt = g(ω) · e−iωτ

Aufgabe 01

f(x) =
∫ ∞

−∞
g(ω)eiωxdω : g(ω) =

1
2π

·
∫ ∞

−∞
f(x)e−iωxdx =

1
2π

·
∫ ∞

a

e−(b+iω)xdx

−1
2π(b + iω)

·
[
e−i(b+iω)a − e−ab∞ · e−iω∞

]
= − e−(b+iω)a

2π(b + iω)
= − (b− iω) · e−(b+iω)a

2π(b2 + ω2)
= −e−(b+iω)a−i arctan ω

b

2π
√

b2 + ω2

⇒ f(x) = −e−ba

2π
·
∫ ∞

−∞

eiω(x−a)−i arctan ω
b

√
b2 + ω2

dω = −e−ba

2π
·
∫ ∞

−∞

cos
(
ω(x− a)− arctan ω

b

)
√

b2 + ω2
dω
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Die Funktion ist beschrieben durch

f(t) =


f0 +

f0

t0
· t : t ∈ [−t0, 0]

0 : sonst
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Die Fourier-Transformation erfolgt wie folgt

f(t) =
∫ ∞

−∞
g(ω)eiωtdω : g(ω) =

1
2π

·
∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt =

f0

2π
·
∫ 0

−t0

[
1 +

t

t0

]
· e−iωt dt

=
f0

2π
·
[
e−ωt

−iω
+

1
t0
·
(

te−iωt

−iω
+

e−iωt

ω2

)]0

−t0

=
f0

2t0ω2π
·
[
1 + iωt0 − eiωt0

]

⇒ f(t) =
f0

2t0π
·
∫ ∞

−∞

eiωt + iωt0e
iωt − eiω(t0+t)

ω2
dω =

f0

2t0π
·
∫ ∞

−∞

cos ωt− sin(ω(t + t0))− cos(ω(t + t0))
ω2

dω

=
f0

2t0π
·
∫ ∞

−∞

cos ωt− cos(ω(t + t0))
ω2

dω

da sin(ω(t + t0)) eine ungerade Funktion ist! Anderseits gilt

f ′(t) =


f0

t0
: t ∈ [−t0, 0]

0 sonst

und
f ′(t) =

∫ ∞

−∞
g(ω)iω︸ ︷︷ ︸

h(ω)

·eiωtdω

woraus folgt

h(ω) =
1
2π

·
∫ ∞

−∞
f ′(t)e−iωtdω =

f0

2t0π
·
∫ 0

−t0

e−iωtdt =
f0

−2iωt0π
·
[
e−iωt

]0
−t0

=
if0

2ωt0π

[
1− eiωt0

]
= iωg(ω)

⇒ g(ω) =
f0

2ω2t0π
·
[
1− eiωt0

]
⇒ f(t) =

f0

2t0π
·
∫ ∞

−∞

eiωt − eiω(t+t0)

ω2
dω =

f0

2t0π
·
∫ ∞

−∞

cos ωt− cos(ω(t + t0)
ω2

dω
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a) Die beiden Funktionen sehen wie folgt aus:

b) Da Faltungsintegral berechnet sich folgendermaßen

h(t) =
∫ ∞

−∞
f(τ)g(t− τ)dτ =

∫ ∞

−∞
f(t− u)g(u)du =

∫ t+1

t−1

u

2
· e−u2

du =
−1
4
·
[
e−u2

]t+1

t−1
=

e−t2−1

4
·
(
e2t − e−2t

)
c) Die Funktion h(t) sieht wie folgt aus:
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a) Die Faltung des Impulses ergibt sich als

hf (t) := (f ∗ g)(t) =
∫ ∞

−∞
f(τ)f(t− τ)dτ =

∫ 1

−1

f(τ)f(t− τ)dτ = max{0, 2− |t|} ∼=

 2− |t| : |t| ≤ 2

0 : sonst

Dessen Fourier-Transformierte ist dementsprechend

g(ω) =
1
2π

·
∫ ∞

−∞
hf (t)e−iωtdt =

1
2π

·
∫ 2

−2

(2− |t|)e−iωtdt =
1
2π

·
[∫ 0

−2

(2 + t)e−iωtdt +
∫ 2

0

(2− t)e−iωtdt

]

=
1
2π

·
[
−

∫ 0

2

(2− u)eiωudu +
∫ 2

0

(2− t)e−iωtdt

]
=

1
2π

·
∫ 2

0

(2− t)
(
eiωt + e−iωt

)
dt =

1
π
·
∫ 2

0

(2− t) cos ωt dt

=
1
π
·
[
2 sinωt

ω
− t sinωt

ω
− cos ωt

ω2

]2

0

=
1

πω2
· (1− cos 2ω) =

2
πω2

· sin2 ω

⇒ hf (t) =
2
π
·
∫ ∞

−∞

sin2 ω

ω2
· eiωt dω =

2
π
·
∫ ∞

−∞

sin2 ω

ω2
cos ωt dω

b) Sind f(t), g(t) : C → C zwei als Fourier-Reihen dargestellte Funktionen:

f(t) =
∫ ∞

−∞
F(ω)eiωtdω g(t) =

∫ ∞

−∞
G(ω)eiωtdω

dann gilt

1
2π

·
∫ ∞

−∞
f(t)g∗(t)dt =

1
2π

·
∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
F(ω)eiωtdω

]
g∗(t)dt =

1
2π

·
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
F(ω)eiωtg∗(t)dt dω

=
∫ ∞

−∞

[
1
2π

·
∫ ∞

−∞
g∗(t)eiωtdt

]
︸ ︷︷ ︸

G∗(ω)

·F(ω)dω =
∫ ∞

−∞
G∗(ω)F(ω)dω

Ferner gilt
1
2π

·
∫ ∞

−∞
f2(t)dt =

1
2π

·
∫ ∞

−∞
f(t)f∗(t)dt =

∫ ∞

−∞
F∗(ω)F(ω)dω =

∫ ∞

−∞
F2(ω)dω

Daraus folgt ∫ ∞

−∞

sin2 ω

ω2
dω =

π

2
· hf (0) =

π

2
· 2 = π
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und ∫ ∞

−∞

(
sin2 ω

ω2

)2

dω =
π2

4
·
∫ ∞

−∞

(
2
π
· sin2 ω

ω2

)2

dω =
π2

4
· 1
2π

·
∫ ∞

−∞
h2

f (t)dt =
π

8
· 16

3
=

2π

3
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Sei
f(t) :=

1√
π
· e−t2

eine Standardnormalverteilungsdichte mit der Standardabweichung σ =
1√
2

und dem Mittelwert µ = 0. Sei weiter F(ω) ihre

Fourier-Transformierte
f(t) =

∫ ∞

−∞
F(ω)eiωtdω, F(ω) =

1
2π

·
∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt

Diese ist auch eine Standardnormalverteilungsdichtefunktion mit der Standardabweichung σ1 und Mittelwert µ1:

F(ω) =
1

σ1

√
2π

· e−
1
2

“
ω−µ1

σ1

”2

Offensichtlich gilt F(−ω) = F∗(ω) = F(ω) da f,F ∈ R. Daraus schließt man dass µ1 = 0 (Symmetrie um die Y -Achse).
Außerdem gilt

F(0) =
1

σ1

√
2π

=
1
2π

·
∫ ∞

−∞
f(t)e0dt =

1
2π

⇒ σ1 = 1 ⇒ F(ω) =
1√
2π

· e−ω2
2

Ferner gilt also

h(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−τ2

e−(t−τ)2dτ =
√

π

2
·
∫ ∞

−∞
f(τ)f(t− τ)dτ =

√
π

2
·
∫ ∞

−∞
f(τ) f∗(t− τ)︸ ︷︷ ︸

=f∗(τ−t)

dτ =
1

2
√

2π
·
∫ ∞

−∞
F(ω)Ft(ω)dω

=
1

2
√

2π
·
∫ ∞

−∞
F2(ω)e−iωtdω =

1
4π
√

2π
·
∫ ∞

−∞
e−ω2

e−iωtdω

=
1

4π
√

2
·
∫ ∞

−∞

1
1√
2
·
√

2π
e
− 1

2

 
ω
1√
2

!2

︸ ︷︷ ︸
Gauss′sche Glockenkurve

e−iωtdω =
1

4π
√

2
· 2πΘ(t) =

1
2
√

2
·Θ(t)

wobei Θ auch wieder eine Gauss’sche Glockenkurve mit der Standardabweichung σ2 und dem Mittelwert µ2 ist! Da die
eigen-Faltung einer Gauss’schen Glockenkurve allgemein bei t = 0 maximal wird muss auch µ2 = 0. Ferner gilt

h(0) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−2τ2

dτ =
1√
2π

·
√

π

2
=

1
2

=
1

2
√

2
· 1
σ2

√
2π

e0 =
1

4σ2
√

π
⇒ σ2 =

1
2
√

π

woraus entgültig folgt

h(t) =
1
2
· e−2πt2

Es folgen die Funktionen e−t2 und h(t).
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