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Aufgabe 01

Die Einheitsvektoren in Kugelkoordinaten sind gegeben durch

~eρ =
∂~r

∂ρ
=

 sin θ cos ϕ
sin θ sinϕ

cos θ

 , ~eϕ =
∂~r

∂ϕ
=

 − sinϕ
cos ϕ

0

 , ~eθ =
∂~r

∂ρ
=

 cos θ cos ϕ
cos θ sinϕ
− sin θ


Ein beliebiger Ortsvektor ~r kann also durch ~r = r · ~eρ beschrieben werden.

a) Die beiden Ortsvektoren sind gegeben durch ~r1 = r1 ·~eρ1 und ~r2 = ·~eρ2 . Der Winkel α zwischen ihnen ist gegeben durch

cos α =
~r1 · ~r2

r1 · r2
= ~eρ1 · ~eρ2 = sin θ1 sin θ2 · (cos ϕ1 cos ϕ2 + sinϕ1 sinϕ2) + cos θ1 cos θ2 = sin θ1 sin θ2 cos(ϕ1 − ϕ2) + cos θ1 cos θ2

b) Sind x, y, z die Komponenten von ~r bzgl. ~ex, ~ey, ~ez und Kρ,Kϕ,Kθ bzgl. ~eρ, ~eϕ, ~eθ dann gilt

ρ sin θ cos ϕ = x = ~r·~ex = Kρ·~eρ·~ex+Kϕ·~eϕ·~ex+Kθ·~eθ·~ex = Kρ sin θ cos ϕ−Kϕ sinϕ+Kθ cos θ cos ϕ ⇒ Kρ = ρ, Kθ = Kϕ = 0

also
~r1 = r1 · ~eρ ∧ ~r2 = r2 · ~eρ

c) Die in Winkeln gemessenen Seitenlängen des Dreiecks entsprechen den Winkeln zwischen den Ortsvektoren zu den drei
Sternen. Sind ~rw, ~rd, ~ra diese drei Vektoren und βwd, βwa, βda die drei gesuchten Winkel so gilt

βwd = arccos (sin θw sin θd cos(αw − αd) + cos θw cos θd) ≈ 15.4◦

Analog bekommt man βwa ≈ 31.6◦ und βda ≈ 37.0◦

Aufgabe 03

a)

~r =

 x
y
z

 =

 (R0 − r cos θ) · cos ϕ
(R0 − r cos θ) · sinϕ

r sin θ



tanϕ =
y

x
, r =

√(
R0 −

√
y2 + x2

)2

+ z2, θ = arcsin
(z

r

) {
∈ (−π/2, π/2) :

√
x2 + y2 < R0

∈ (π/2, 3π/2) : sonst

Die Koordinatenlinien r = const und θ = const haben die Gestalt von Streifen bzw. horizontalen Kurven entlang des
Toroids um den Koordinatenursprung herum.
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b)

~gr =
∂~r

∂r
=

 − cos θ cos ϕ
− cos θ sinϕ

sin θ

 = ~er

~gθ =
∂~r

∂θ
=

 r cos ϕ sin θ
r sinϕ sin θ

r cos θ

 , ~eθ =
~gθ

r

~gϕ =
∂~r

∂ϕ
=

 −(R0 − r cos θ) · sinϕ
(R0 − r cos θ) · cos ϕ

0

 , ~eϕ =
~gϕ

R0 − r cos θ

Sie stehen orthogonal da ~er · ~eϕ = ~er · ~eθ = ~eϕ · ~eθ = 0. Durch Verifizierung der Korkenzieherregel schließt man dass es
sich um ein Rechtssystem handelt.

c) Da die Tangenteneinheitsvektoren eine Orthonormalbasis bilden gilt gij := ~gi · ~gj = gig2 · δij . Demzufolge:

ds2 = d~r · d~r =
∑
ij

~gi · ~gj · dxi · dxj =
∑

i

gii(dxi)2 = dr2 + (R0 − r cos θ)2 · dϕ2 + r2 · dθ2

grr = 1, gϕϕ = (R0 − r cos θ)2, gθθ = r2

d) Es gilt: g := det(gij) = r · (R0 − r cos θ).

dV =
√

g · dϕ · dθ · dr = r · (R0 − r cos θ) · dϕ · dθ · dr

V =
∫ 2π

0

∫ 2π

0

∫ r0

0

(rR0 − r2 cos θ) · dr · dθ · dϕ = 2R0r
2
0π

2

dA = r(R0 − r cos θ) · dθ · dϕ ⇒ A =
∫ 2π

0

∫ 2π

0

r(R0 − r cos θ) · dθ · dϕ = 4r0R0π
2

e) Der Geschwindigkeitsvektor ist gegeben durch

~̇r = ~gr · ṙ + ~gθ · θ̇ + ~gϕ · ϕ̇

Es ist klar das die Geschwindigkeit nur vom Ort abhängt. Gibt es also eine Periode T nach der das Teilchen sich immer
wieder an einem Ort P befindet so ist die Bahn in sich geschlossen. Da sich θ und ϕ mit konstanten Geschwindigkeiten
ändern ist die Position des Teilchens beschrieben durch

r = r0 = const, ϕ = ϕ0 + ωt, θ = θ0 + Ωt

Sei o.B.d.A θ0 = ϕ0 = 0. Dann suchen wir eine Zeit T so dass

ω · T = 2πk, Ω · T = 2πn, n, k ∈ Z ⇔ ω

Ω
=

k

n
∈ Q

Die Winkelgeschwindigkeiten ω und Ω müssen also in einem rationalen Verhältnis zu einander stehen.

f)

grad U =
∂U

∂r
· ~er +

1
r
· ∂U

∂θ
· ~eθ +

1
R0 − r cos θ

· ∂U

∂ϕ
· ~eϕ

div ~a =
1
r
· ∂aθ

∂θ
+

∂ar

∂r
+

1
r(R0 − r cos θ)

·
[
aθr sin θ + r

∂aϕ

∂ϕ
+ ar(R0 − 2r cos θ)

]

∆U =
∂2U

∂r2
+

(R0 − 2r cos θ)
r(R0 − r cos θ)

· ∂U

∂r
+

1
r2
· ∂2U

∂θ2
+

sin θ

r(R0 − r cos θ)
· ∂U

∂θ
+

1
(R0 − r cos θ)2

· ∂2U

∂ϕ2
= 0
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