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Aufgabe 01

Annahme: i, j, k, l, m, n ∈ {1, 2, 3} =: M.

a)

δikδkj =
n∑

k=1

δikδkj = δij

b)
δijδjkδkmδim =

∑
j,k,i,m∈M

δijδjkδkmδim = 3

c)
εijkδjk =

∑
j,k∈M

εijkδjk = 0

d)
εijkεijn =

∑
i,j∈M

εijkεijn = 2δkn

e)
εijkεijk =

∑
i,j,k∈M

ε2
ijk = 3! = 6

Aufgabe 02

Ai := [a× (b× c) + c× (a× b) + b× (c× a)]i = aj · (b× c)k · εijk + cj · (a× b)k · εijk + bj · (c× a)k · εijk

= aj · bl · cm · εklm · εijk + cj · al · bm · εklm · εijk + bj · cl · am · εklm · εijk

= aj · bl · cm · εklm · εijk + aj · bl · cm · εkjl · εimk + aj · bl · cm · εkmj · εilk

=
∑
j,l,m

aj · bl · cm · Ωijlm

Ωijlm := εijk · εklm + εimk · εkjl + εilk · εkmj = εklm · εkij + εkjl · εkim + εkmj · εkil

= (δli · δmj − δlj · δmi) + (δji · δlm − δjm · δli) + (δmi · δjl − δml · δji) = 0 ⇒ Ai = 0 ∀ i ∈M
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Aufgabe 03

a)
a · (b× c) = ai · (bj · ck · εijk) = (ai · bj · εkij) · ck = c · (a× b) = (bj · ck · εjki) · ai = a · (b× c)

Für a · (b× a) ergibt sich offensichtlich 0 denn a · (b× a) = b · (a× a) = b · 0 = 0

b) •

((a× b)× (c× d))i = (al · bm · εjlm) · (cr · dt · εkrt) · εijk = al · bm · cr · dt · εjlm · (δri · δtj − δrj · δti)

= al · bm · εklm · (δri · δtk · cr · dt − δrk · δti · cr · dt) = al · bm · εklm · (dk · ci − ck · di)

= [[d · (a× b)] · c− [c · (a× b)] · d]i = ([d · (a× b)] · c− [a · (b× c)] · d)i

•

[d · (a× b)] · c− [a · (b× c)] · d + [b · (c× d)] · a− [c · (d× a)] · b = (a× b)× (c× d) + (c× d)× (a× b)

= (a× b)× (c× d)− (a× b)× (c× d) = 0

• Für a =~i, b = ~j, c = ~k ergibt sich
~k ×

(
~k × ~d

)
=

(
~d · ~k

)
· ~k − ~d

was im Endeffekt die negierte Projektion von ~d auf die XY Ebene ist.

Aufgabe 04

(a× b) · (c× d) = ai · bj · εkij · cl · dm · εklm = ai · bj · cl · dm · (δil · δjm − δim · δjl)

= ai · bj · (δil · δjm · cl · dm − δim · δjl · cl · dm) = ai · bj · (ci · dj − cj · di) = (a · c) · (b · d)− (a · d) · (b · c)

Aufgabe 05

Es ergibt sich

det(A) = det(A) · ε123 = det(A) · εlmn = A1i ·A2j ·A3k · εijk

= A11 · (A22A33 −A23A32)−A12 · (A21A33 −A23A31) + A13 · (A21A32 −A22A31)

was genau der Entwicklung der Determinante nach der ersten Zeile entspricht!

Aufgabe 06

a)

div (λ~a) =
∂ (λ~a)i

∂xi
=

∂(λai)
∂xi

=
∂λ

∂xi
ai + λ

∂ai

∂xi
= ~a · grad(λ) + λ · div (~a)

b)

rot (λ~a) =
∂

∂xj
· (λ~a)k · ~ei · εijk =

∂(λak)
∂xj

· ~ei · εijk =
(

∂λ

∂xj
ak + λ

∂ak

∂xj

)
· ~ei · εijk

= (grad(λ))j · ak · ~ei · εijk + λ · ∇j · ak · ~ei · εijk = grad(λ)× ~a + λ · ∇ × ~a = grad(λ)× ~a + λ · rot (~a)
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c)

grad(UV ) = ~ei
∂(UV )

∂xi
= ~ei ·

∂U

∂xi
V + ~ei ·

∂V

∂xi
U = V · gradU + U · gradV

d)

div
(
~a×~b

)
=

∂ (aj · bk · εijk)
∂xi

=
∂aj

∂xi
· bk · εijk +

∂bk

∂xi
· aj · εijk = bk · ∇i · aj · εkij − aj · ∇i · bk · εjik

= ~b · rot ~a− ~a · rot ~b

e)

grad
(
~a ·~b

)
= ~ei ·

∂(akbk)
∂xi

= ~ei ·
∂ak

∂xi
· bk + ~ei ·

∂bk

∂xi
· ak = ~ei ·

[
bk

∂ai

∂xk
+ ak

∂bi

∂xk
+ aj

∂bj

∂xi
− aj

∂bi

∂xj
+ bj

∂aj

∂xi
− bj

∂ai

∂xj

]

= ~ei ·
[
bk

∂ai

∂xk
+ ak

∂bi

∂xk
+ aj

∂bm

∂xl
(δliδmj − δljδmi) + bj

∂am

∂xl
(δliδmj − δljδmi)

]

=
(

bk
∂

∂xk

)
· ~a +

(
ak

∂

∂xk

)
·~b + ~ei · aj

(
∂

∂xl
bmεklm

)
εijk + ~ei · bj

(
∂

∂xl
amεklm

)
εijk

= (~a · grad) · ~a + (~a · grad) ·~b + ~a× rot ~b +~b× rot ~a

f)

rot
(
~a×~b

)
= ~ei ·

∂

∂xj
(albmεklm) · εijk = ~ei ·

∂(albm)
∂xj

· (δliδmj − δljδmi) = ~ei ·
(

∂(aibj)
∂xj

− ∂(ajbi)
∂xj

)

= ~ei ·
(

∂ai

∂xj
bj +

∂bj

∂xj
ai −

∂aj

∂xj
bi −

∂bi

∂xj
aj

)
= (~b grad) ~a− (~a grad) ~b + ~a div ~b−~b div ~a

Für (d) ergibt sich

div (grad(U)× grad(V )) = grad(V ) · rot grad(U)− grad(U) · rot grad(V ) = 0

und für (e)

grad(a2) = 2 · (~a grad) ~a + 2 · ~a× rot ~a = 2 · aj
∂ai

xj
· ~ei + 2 · ~ei ·

(
aj

∂aj

∂xi
− aj

∂ai

∂xj

)
= 2 · ~ei · aj

∂aj

∂xi
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