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Aufgabe 01

Betrachten den R? als Mannigfaltigkeit ausgestattet mit der Standard-Karte (Id, z?).
Der Integrant (F,n) dS entspricht 2-Form wp definiert durch

wr(&n) = F.Exn)=F' (&0 = &n°) + F2 (En' = ') + F? (&' — ')

= (F'dz* Ada® + F?da® A da' + Fda' A da®) (€,1)
Beginnend mit dem 3-Simplex
y! cosy? sin >
o= (D:=[0,1] x [0,7] x [0,27), ¢ : D — By(0), std) , ((y) := | y'siny?siny?
3
cosy

schreiben wir

(F,n) dS = / wp e / d(wp) = / d (F'dz® A da® + F2do® A da' + F3da' A da?)
do o

32:631 g

[OF! oF? . 3
= / 0 _da® A d? A da? +=—da' A dd A dat + a—,d:vZ Adzt A da?
| Ozt Y——~—— Oz’ ort

0
fiir i€{2,3}

_/ [OF! N OF? N OF3
) |0zt 022 0 0a3

div FEF(B1)

} dz' A da? A do® / Crdiv F dat A da? A da
D

oyJ
D N—— D
12

act e 8
= /(diVF) o( det ( ¢ ) dy' A dy? A dy? def. /(2 + 2y* sin g% sin y? + 2y* cos y?) ~ylzsiny2 dytdy’dy® = g

y12 sin y2

Aufgabe 02
Der Integrant

@a—wdS > (p-gradey, n) dS
on

kann analog zu Aufgabe 01 interpretiert werden als die 2-Form w € A%2R? definiert durch

W = Wygrady
——

vgl.
Aufgabe 01



so dass auch hier fiir geeigneten 3-Simplex o = (D, : D — Q,std) gilt

/ 9 dsS = /wwgradw @ / [ div (pgrad ¥) oz/;] det (ggj) dytdy*dy® (1)

(grad ¢,grad ¥) +pAyp

a) Verwenden hier den 3-Simplex
o= (D:=1[0,1] x [0,7) x [0,7],¢ : D — S,;std) mit (: wie in Aufgabe 01

und schreiben

1 = =
0 N=(r, 4
/(pa—;f ds 0 /(ac — —29532) o - ylzsiny2 dytdy?dy? @)=lr5.) —2///r2 cos? ¥sind dv do dr = ?W
as D 0 0
b) Verwenden hier den Simplex
a1pcossindd
o:=(D:=10,1] x [0,7] x [0,27), ¢ : D — &, std) , C(p,¥,p) := | azpsinpsind

as cos

Da grad ¢ = 0 und At = 0 folgt sofort

/@a—wds(:l)/O:O
on

a8 D

Definition: Aquivalente Wege

Zwei Wege 0,71 : [0,1] — U C R™ von zo nach z; heifen dquivalent, falls es eine glatte Abbildung ¢ : [0,1]> — U, (t,s) —
Ci(s) gibt, so dass:

* Go(-) =0
e G()=m
® ((0) =m0, G(1) =2
Anschaulich: vy kann glatt in v iiberfithrt werden.

Abbildung 1: Aquivalente Wege



Aufgabe 03
Es sei vereinbart fiir skalares Feld f € F(M) auf Mannigfaltigkeit (M, z%):

f(xlv “’xn) = (f © w)(xla "737”) = f(x)

Richtung "<"

Es sei f € F(M) ein 2-mal stetig differenzierbares skalares Feld auf der Mannigfaltigkeit M. Dann gilt:

2
ddf = dafdz—{af}/\dl— fdﬂ/\d”)o

0 ox? OxI Ozt
>’f J i Uéﬁ%ﬁ)ﬁen >’f i j Schwarz >’f i Jj >’f j i
(%) : (’hjé‘xidx Adx = D20 dz" Nda? 7= 927 dz' Ndx? = “miom A dr’ Ndx

Richtung "="

Es sei nun M C R™ und w € A'R" eine 1-Form mit der Darstellung
w = wdr’ | w; € F(R™)

und dw = 0, das heifst

O:dwi/\dxi—g dz? A da’ _Za

1<j Jj<i —dziAdxI

fur i=j

Ow; ow; . ) ow; Ow
L dxd i J JJ i v J
g d Adz E am’idx Adzx E {axj 81]d A dz?

Z<] i<J 1<J linear
unabhéngig
awi _ 8(.4}]‘ Vi j
oxd  Ort ’

Ist nun M einfach zusammenhéngend, so ist bekanntlich

of

w; = % 5 7;:17..,71
fiir ein geeignetes f € F(R™), das heifit
w = widz® = 8f_ da® = df
ox?

Alternativ (konstruktiver Beweis) ist f € F(R") definiert durch

Z/wl L2 €,0,..,0) dE



genau solch ein f, denn

P B
df_axjdxa_dxﬂ;axj/wi(x s 6,0,.,0) de

0

0
fiir i<j

Ow; pie
_dsz/agjj y ey L 175707..70) d§ +wj( !

o ,
z, .2l 2?,0,..,0) do?
1>7 0 \/

aw

= dz’ Z [wj (xl,..,xifl,xi,O,..,O) — W, (xl,..,a:il,0,0,..,O)} +w;(xt, 2?7 27,0,..,0) da?
i>j

= da? [ (2, 2") — w0 (2t e 0.0)| + (a6 0) A

=w;de) =w

Alternative

Es sei dw = 0, w € A'R™. Dann setzen wir

flx):= w
~:[0,1]—R"™
7(0)=wo
v()==
Behauptung: f(z) ist wohldefiniert, das heifst wegunabhéngig
Beweis: Seien 7y, v1 Kurven von zy nach x, und
Ge(s) = (1 = t)y0(s) + t71(s)
! Dabei ist ¢ glatt in
o= ([0,1]*,¢ : [0,1]* — R", std)
so dass gilt
O:/dwsgces/w: / w+ / W+ / w + / w
7 9 ({03x[0,1].¢l oy xp0,1724)  ({13%[0,1]¢l g1y xjo,11,T)  ([0,1]%x{0}.¢Clo,1)% {03,—)

([0,1]x {1}.¢1 (1 11 x {0} <)
0
da ¢|{o}x[0,11=%0

0
da (|0} x[0,11=Z0

[ e efef
(10,1140} Clj0.11 0y —) oo

([0, {1},¢1 1,1 % {03 =)

Behauptung: df = w, das heift df(§) =
4(1) = £. Dann ist

(&) fir Vektor ¢ € T,R™. Wihlen Kurve v so dass v(0) = zg,7(1) = = und

1

o= / o (3(0)) dt
([O,l],’y,%) 0

1Vgl. Definition dquivalente Wege. Dies ist eine besondere Eigenschaft des R™, dass zwei Kurven in einander glatt iibergefiihrt werden kénnen!



Betrachten die Funktion

das heilt f(s) = f(7(s)). Wegen

5 ﬁ’ B
= = wi(s) Vs
ist insbesondere ~
f(1)=w()
Doch andererseits gilt 5 R
. 1+h)— hé) —
O
Aufgabe 04
Methode 1
Es sei

f:UCC—C, fle+iy) = f(zy) +if(zy), [ f R =R

holomorph, das heift 1-mal differenzierbar, und ~;, 72 : [0,1] — U zwei ein Gebiet {2 umschliefende Wege von z; € U nach
z9 € U. Diese bilden den Rand (umschliefen) einer stiickweise differenzierbaren zusammenhéngenden Menge Q2 C U, so dass

gilt
/f dz—/f dz:ff dz:j{(f"—kifc)(da:—i—idy) def f(f?‘dx—f%zy) —i—z’/(f"dy—i—fcdx)
Y1 Y2 o2 o2 o0 o
| S —
reelles
R—Integral
Stokes 6]07" afc . / afr 8fc
ghes _ dz d - do dy =0
/(6y+8m> Toyre Ox Oy v
0 0
nach nach
Cauchy-Riemann Cauchy-Riemann
DGL DGL
O

Abbildung 2: Zur Aufgabe 04

Methode 2 (Verallgemeinerung)

Seien nun vp,71 : [0,1] — U C C zwei dquivalente Wege, dazu ¢ wie oben, und f : U — C eine holomorphe Funktion.

Betrachten wir den 2-Simplex
o = ([0,1]%, ¢, sta)



so gilt

/(frdx—fcdy) Stges/<afr +8fc> dez Ndy =0

oy Jr
oo O e e
0
nach
Cauchy-Riemann

Andererseits ist
/ (fde — fedy) =0
({O} x[0,1],¢ | t0y x [0,1] 5 l)

denn ¢ |{0}x[0,1]= 20 und somit ¢*w (&) = w( d¢ (£)) =0, £ € C*. Analog ist auch
~~
0
/ (f7da — fody) = 0
({O}X[071]7C|{1}x[0,1]» T)
Somit ist
0= / (frdz — fedy) = / (frdx — fedy) + / (frdx — fedy)
0o (10,11%{0}Clro,1x {13 —) ([0.1]x{1}.Cl0.11x {13 <)
- | - ra- [ ey
([Ovl]x{o}xcl[o,l]x{l}v H) ([0’1]><{1}7C|[0,1]x(1), H)
= [(frdo gy - [(r7de - goay)
o Y1
O



