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Aufgabe 01
Aufgrund der Natur der zugrundeliegenden Karte ψ = Id ist für ξ ∈ TxR2:

dxi(ξ) = d(Idi)(ξ) = ξi

und somit

ω1 ω2

ξ1 1 -1
ξ2 0 -2
ξ3 0 -8

Betrachten ω3 nun mit zwei unterschiedlichen Methoden.
Methode 1: Betrachten wir die Funktion f(x) := x2

1 + x2
2 definiert auf R2, so ist ω3 genau das Differential df , also

ω3 = df =
∂f

∂xj
dxj = 2x1dx

1 + 2x2dx
2

Methode 2: Betrachten wir die Karte ψ−1(x) =
(
x2

1 + x2
2, arctan x2

x1

)
= (y1, y2) auf R2 so ist

ω3 = dr2 = dy1

Für Vektor ξ bzgl. Karte Id ist

dy1ξ = d
(
ψ−1 ◦ Id

)1
ξ ∼= (2x1, 2x2) ·

(
ξ1

ξ2

)
= 2x1ξ

1 + 2x2ξ
2

das heißt ω3 = 2x1dx
1 + 2x2dx

2.

Eingesetzt ergibt schließlich:

ω1 ω2 ω3

ξ1 1 -1 1
ξ2 0 -2 -2
ξ3 0 -8 0

Aufgabe 02
Die zugrundeliegende Karte in R2 ist, so dass

ω1dx1 ∧ dx2(ξ, η) = det
(
ξ1 ξ2

η1 η2

)
∼= Volumen aufgespannt durch ξ, η

1



Außerdem ist
ω2 = x1dx

1 ∧ dx2 − x2dx
2 ∧ dx1 = (x1 + x2) dx1 ∧ dx2︸ ︷︷ ︸

ω1

Behandeln nun ω3 mit zwei unterschiedlichen Methoden:
Methode 1: Schreiben

f∗ (rdr ∧ dϕ) (x) = (rf∗dr ∧ f∗dϕ) (x) = r(f(x)) ·
[
d(r ◦ f) ∧ (ϕ ◦ f)

]
(x)

=
√
x2

1 + x2
2 ·

[
∂
√
x2

1 + x2
2

∂x1
dx1 +

∂
√
x2

1 + x2
2

∂x2
dx2

]
∧
[
∂ arctan x2

x1

∂x1
dx1 +

∂ arctan x2
x1

∂x2
dx2

]

=
√
x2

1 + x2
2 ·

[
∂
√
x2

1 + x2
2

∂x1
·
∂ arctan x2

x1

∂x2
− ∂

√
x2

1 + x2
2

∂x2
·
∂ arctan x2

x1

∂x1

]
dx1 ∧ dx2

= dx1 ∧ dx2 = ω1

Methode 2: Wegen N ∼= M können wir f : (M, Id)→ (M,ψ) auffassen. Dann ist wegen

(ψ−1 ◦ f)(x) =
(√

x2
1 + x2

2, arctan
y

x

)
bekanntlich= (r(x), ϕ(x)) = ψ−1(x)

genau f = Id, das heißt

ω3 = Id∗(rdr ∧ dϕ) = r · Id∗ dr ∧ Id∗ dϕ = r ·
[
∂r

∂x1
dx1 +

∂r

∂x2
dx2

]
∧
[
∂ϕ

∂x1
dx1 +

∂ϕ

∂x2
dx2

]
analog

= dx1 ∧ dx2

Somit ergibt sich

ω1 ω2 ω3

(ξ1, η1) -1 1 -1
(ξ2, η2) -2 -1 3
(ξ3, η3) -1 1 -1

2


