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1 Vorwort

1.1 Was dies ist

Hierbei handelt es sich um Aufzeichnungen und Erlduterungen des Stoffes der im WS 2008-2009 an der FSU Jena von Prof.
Vladimir Matveev im Fach Mathematische Methoden der klassischen Mechanik gelehrt wurde.

1.2 Verbesserungen

Ich werde immer mal dieses Skript verbessern bzw. erweitern. Im Falle von Fehlern, ist mir Bescheid zu sagen das beste was
du machen kannst, da so alle davon profitieren konnen. Wissen ist das einzige auf dieser Welt das vom Teilen mehr wird!
Ich bin zu erreichen unter stilianos.louca@apfel.uni-jena.de, ohne das Obst.



2 Variationsrechnung

2.1 Euler-Lagrange Gleichungen
2.1.1 Definition: Funktional

Es seien tg < t; € R und zg,x; € R. Betrachten die Mengen der parametrisierten Kurven

K= {(t,z(t)) : [to, t1] = [to,t1] x R |z = x(t) € C* ([to, t1])}
(Id,z)

Koy i={(t,z(t)) € K| xo=2(to), v1 = x(t1)}
Dann heift jede Abbildung P : L — R bzw. P : Ky, 5, — R Funktional auf K bzw. Ky 4, -

Beispiel: Die Ldnge

Pl(t.2(t))] = / V1T dt

2.1.2 Definition: Differenzierbares Funktional
Ein Funktional P : L — R heifst differenzierbar, falls

Ply+h] - Ply) = F(h) + R(h,y) ¥ v,h ek

wobei F' linear in h, und
R(h,y) = O(h?)
das heifst fiir geeignetes C' € R gilt _
|kl <e A ||| <e = |R|] < Ce?

Beispiel: Fiir £ : R? — R, glatt in allen Komponenten, ist
ty
Sl(ta(e)] = [ Llale).(0).0) de
to

ein differenzierbares Funktional auf K. Bemerke: Im vorigen Beispiel war £L(a,b,c) = V1 + b2.

2.1.3 Satz tliber S

Es sei £ : R? — R glatt in allen Komponenten. Dann ist

differenzierbar mit

(vgl. Definition 2.1.2)
Beweis: Beginnend mit dem Satz von Taylor

z,d,t) + 79k z, &, t) + O(h?)

L(x+h,x’+h,t):£(x,i:,t)+ha—£ L

ax(



schreiben wir
t1 ty
Sy + h] — S| = / (Lot h ot ht) = LG, b)) dt = / [h‘% 4 (dh) : aﬁ.} dt + R(h,)

Ox dt ot N—_——
to to O(h?)

t t2
! oL d oL
) +/h' [ax - dtax} dt + R(h, )

(5")

2.1.4 Definition: Extremale Kurve

t1

O

Eine Kurve (t,z(t)) € K heift Extremal von S, falls
Fh,(t,z(t))]=0 V h, h(t1) =h(t2) =0

2.1.5 Lemma iiber triviale Integrale

Es sei f: [to, t1] — R stetig. Dann gilt:
ty
/f(t)h(t) Q=0 VheC:hlty) =h(t1) =0 < f=0
to

Beweis: Nur Richtung "=-", da andere trivial. Annahme:
It* € [to, t1] : f(t") #0
Da f stetig ist, gilt
o0.B.d.A
3AC[t0,t1]1f|A > 0

wobei A ein nicht triviales Intervall ist. Es ist klar, dass ein h € C, h > 0 existiert, mit sup(h) = A

T h(t)
J_/\L | >
0

Dann gilt
/f(t)h(t) dt:/f(t) h(t) dt >0
~
to A >0 >0
O

2.1.6 Satz iliber extremale Kurven

Es sei £ : R? — R glatt in allen Komponenten. Eine Kurve v = (¢, z(t)) ist ein Extremal von

Shy] = /,C(m,s'c,t) dt

genau dann wenn

doc_or_
dt o0&  Ox
Beweis: Folgt mit f := %g—ﬁ — g—ﬁ direkt aus Lemma 2.1.5:
i x
31
3 (2.1.3) doL oL oc |"
0=Fh) "= _/[dt&t B e
to W—g

0



2.1.7 Definition: Euler-Lagrange Gleichung

Es sei £ : R? — R glatt in allen Komponenten. Dann heift die gewohnliche Differentialgleichung

doc oc_
dt 0% Ox
Euler-Lagrange Differentialgleichung.

2.1.8 Satz iiber die Euler-Lagrange Gleichung im Mehrdimensionalen

Betrachten It
K= {(ta(t) |2 [to, 0] = R

und fiir glattes £ : R” x R™ x R — R das Funktional
t1
1) = /L(m(t),s’s(t),t) dt
to

4oL oL
dt 0zt Ozt

Oberes System gewohnlicher Differentialgleichungen heifsen Fuler-Lagrange Differentialgleichungen.

Dann gilt: v := (¢, z(t)) ist Extremal von S <

=0:=1,.,n

2.1.9 Anwendungen in der Mechanik
Erinnerung an Hamilton Prinzip
Natur sucht optimale Wege
e Betrachten zunéchst das freie Teilchen, beschrieben durch die so genannte Lagrange Funktion

.12
L;=7="10 ”;” =7 (8% + 2+ 3%%)

Dann erfiillt £; die Euler-Lagrange Gleichungen:

d 0Ly 8£f i N (t)— P
T dt ozt ox? dtmx v -G ci

Bemerkung: Es lohnt sich, um ein physikalisches Phdnomen zu beschreiben, eine geeignete Lagrange Funktion £ zu

suchen, die die Evolution des Phdnomens durch die Euler-Lagrange Gleichungen beschreibt.

e Betrachten nun mehrere Teilchen w1, .., 73, € R? im Potential U(z1, .., z%), z.B. das Punkt-Gravitationspotential

m;m;
.’)31,.., Z ” 7

i €T 71‘]”

oder das Gravitationspotential im homogenen Schwerefeld

xlr'a E m;x

Mit
L=T-U-= [zi:n;i”%lz_[]] ‘R xR xR — R
lauten die Euler-Lagrange Gleichungen
_dor oL G 4 ou
Cdt ol ox)

k i=1,2,3

:mjzj % ,jil,..
J
das heifst
m;i; = —grad, U(zi,..,xx)

was genau dem Newtonschen Kraftgesetz entspricht.



e 2-Dimensionales Teilchen im Zentralpotential
o 5 m, . L, m . .
L #8) = TP = U7 = 5 (22 +5%) - U (Va2 + )

In Polarkoordinaten ausgedriickt
L (T’, P75 P, t) = 5 (r2 + 7"2902) - U(T)
ist
S(r(t), p(t),t) = / [(72+72*) —U(r)] dt

Die Euler-Lagrange Gleichungen lauten dann

doL d
= Giay — @i mre) = mrto = Lo const
und
0:ivmurU’(?‘)—ﬂ”mi72 = mi+U'(r) — L
dt mr3

2.1.10 Lemma iiber die Koordinatenunabhingigkeit

Die Eigenschaft einer Kurve (¢,2(t)), = :€ K™ optimal zu sein, héngt nicht vom Koordinatensystem ab.
Beweis: Sei dazu 7 : R™ — R" ndmlich ein Diffeomorphismus, und

L(x,i,t) := L' (T(x),7(z),1t)
wobei £’ die Euler-Lagrange Gleichungen erfiille. Wegen
or

7(r) = i 5L
gilt _ _ '
i@i_@iﬁzi oc' ot 8[3’37'1: or’ {d@ﬁ’_aﬁ’}zo
dt oz  Oxd  dt - o7t QI - ot OxI - OxJ | dt 9t Ot!
%0/_/
O]

2.1.11 Definition: Zyklische Koordinate

Eine Koordinate x* heifit zyklisch bzgl. der Lagrange Funktion, falls gilt

Beispiel: Die Koordinate ¢ ist zyklisch bzgl.

L= % (fQ +r?¢?) = U(r)
2.1.12 Noether’s Theorem
Ist % zyklisch bzgl. L, so ist
oL _ C : const

ort
fiir jede Losung (¢, 2(¢t)) der Euler-Lagrange Gleichungen.
Beweis:

doL oL 0

dt ot Ozt

[



2.2 Legendre Transformation
2.2.1 Definition: Konvexe Funktion
Eine Abbildung f : D(f) C R® — R, D(f) : konvex, heifst konvez, falls

YV xg, 21 € R VEE[0,1] : (1 —t)f(wo) +¢f(x1) > f(1 —t)zo + ta1]

-

F((1 = t)zo + tay)

o (1 —=t)xo + tx; 1

2.2.2 Lemma: Hinreichende Bedingung zur Konvexitét

Essei f: D(f) C R™ — R konvex und 2 mal differenzierbar. Ist

22 \"
20 gl _
Tr=r= <axiaxj>i,j—1

(vgl. Hesse Matrix oder 2. Ableitung) als Bilinearform positiv definit, das heift

d*f(v,v) >0 fir 0#veR"

so ist f konvex.

Erinnerung: Es ist
2 d d
d” flay(v,u) = ———

= dtf(x+tv+su)

t=5=0

Beweis fiir n = 1: Es ist d? f genau dann positiv definit wenn f” > 0. Es seien nun 29 < 7 € D(f) beliebig und v := x1 —zo.
Betrachten die Abbildung
g:[0,1] =R, g(t) := f(xo +tv) — (1 —t)f(x0) — tf(z1)

Es ist g(0) = g(1) = 0. Zu zeigen wére: g < 0 auf [0,1]. Da g stetig auf dem kompakten Intervall [0, 1], nimmt g in t* € [0, 1]
ihr Maximum an:
t*) = t
g(t") = max g(t)
Ist t* € {0, 1} sind wir fertig. Sei also angenommen t* € (0,1). Da g dort 2 mal differenzierbar ist, muss ¢’(¢*) = 0 und sogar
g//(t*) § O
——
' (wo+t*v)

sein, was ein Widerspruch zur Annahme f” > 0 ist! O
Beweis fiir n > 1: Analog zu n = 1, mit

g(t) := flzo +t0) — (1 = 1) f(z0) — tf(x1)

10



2.2.3 Definition: Legendre Transformation in dim =1

Sei f: D(f) — R konvex. Dann heifst die Funktion

g(p) = max (zp — f(z))

mit dem Definitionsgebiet

(zp — f(2)) }

D = €R:d max
(9)={p nax

Legendre-Transformierte von f. Man schreibt: g = f*.

f

Y

Bemerke: Per Definition gibt es zu p € D(f*) stets ein x, € D(f) mit

f*(p) = zpp — f(zp)

2.2.4 Lemma iiber die Symmetrie der Legendre Transformation

Es sei f: D(f) — R konvex. Dann ist die Legendre-Transformierte f*: D(f*) — R konvex und es gilt (f*)* = f.

Beweis:

o Konvexitit: Zu zeigen ware:

V po,p1 € D(f*) YVt e€[0,1]: (L —1)f*(po) +tf*(p1) = f*[(1 — t)po + tp1]
Da

S =t)po + tp1] = e [(1=t)po +tp1) x — f(z)]

geniigt es zu zeigen:
(=) f"(po) +tf*(p1) = [(1 = t)po + prt]x — f(z) V€ D(f)
Tatséchlich ist

(1 =8)f"(po) +tf*(p1) = (1 = t)(zpo — f()) + t(zpr — f(2)) = [(1 — t)po + tpr] & — f(x)

e Symmetrie der Transformation: Fiir p € D(f*) gilt per Konstruktion

fr(p) zap— f(z) V & € D(f)

wobei 3 z,, € D(f) mit
[ (p) = pp — f(xp)

11



Das heifit
Vp e D(f*) Ve e D(f): f*(p) 2 xp — f(x) & f(x) >px— f*(p)

Sei nun z¢ € D(f), so ist

f(zo) > sup [zog— f*(q)]
q€D(f*)

Da f konvex, existiert am Punkt xzog € D(f) eine Stiitzgerade y = px — g (ohne Beweis), das heifst
f(xo) =pro—g A pr—g< f(z) Ve D(f)

bzw.
zop — f(ao) = g = max [pr— f(a)] < [(p)
z€D(f)
Haben also ein p € D(f*) gefunden mit
f(zo) = zop — f*(p)

womit gezeigt wire
zo € D(f™) A f(zo) = max [zog — f"(q)] = [ (x0)
—_— q€D(f*)
= D(f)CD(f**)
das heifst
f**

Der Schritt D(f**) C D(f) wird hier nicht bewiesen.

o =

Rechnerische Bestimmung der Legendre-Transformation

Es sei f: D(f) — R konvex und 2 mal differenzierbar, mit f” > 0. Dann wird

f(p) = max [zp — f(2)] = zpp — f(zp)

dort angenommen, wo p = d—(xp).
x

Beispiele:

e Fiir f(z) =22, D(f)=Rist z, = g, denn p = f'(xp) = 2z, das heifit

R I S
f (P)—§P—Z—Z
o Fir f(x) = %xg folgt analog
2
f*(p):;*m
o Fir f(z) = ﬁ, a>1, D(f)=10,00) ist
) =2
P)—F

wobel

12



2.2.5 Folgerung: Youngsche Ungleichung

. Legendre .
Es seien f e f*. Dann gilt

pr < f(z) + f*(p)

2
fiir x € D(f), p € D(f*). Insbesondere folgt fiir f = % die bekannte Ungleichung

22 4 p?
<
op < —
g z 11 . .
sowie fiir f(z) = — und — + = =1 die Ungleichung
« a 0
¢ pﬁ
< 42
xp < o + 3

2.2.6 Eigenschaften der Legendre Transformation

Es sei f: D(f) — R 2 mal differenzierbar und f” > 0, wobei D(f) C R konvex sei. Dann gilt:

1. Die Legendre Transformierte f*: D(f*) — R ist ebenfalls 2 mal differenzierbar und fiir € D(f) ist

o,

dp 'pif'(@=p

2. Fiir f = f — C mit C : const, ist ~
ff=r+c

Beweis:

1. Es sei z, = z(p) die Losung von f’(z,) = p (bemerke dass wegen f” > 0 die Abbildung f’ streng monoton wachsend und
somit injektiv ist), das heifst
9(p) = pay — f(2p)
(vgl. Abschnitt 2.2.4). Dann folgt
df*
dp

dz(p) dx

(p) = % ey — FGa)] =+ 02— ale) - - = o)+

dz(p) , _
o [p— f'(z(p)] = =

dp ~—o——
0

2. Trivial.

2.2.7 Definition: Legendre Transformation fiir n € N
Sei f: D C R" — R (D konvex) konvex, das heifit fiir 1,22 € D und ¢t € [0,1] gilt

floy+ (1 =t)xz) <tf(x1) + (1 —1t)f(z2)

Man definiert die Legendre Transformierte f* : D(f*) C R®* — R von f geméaB

fr(p) = e {p(z) — f(@)} , p€ D(f) CDgg,um
zu R™

wobel

D) = {p e B 43 s (o) — S0}

z€D(f)

Anschauliche Darstellung: Jede 1-Form p € D(f*) erzeugt auf natiirlicher Weise eine Hyperebene im R™*!, niimlich
deren Graph. f*(p) ist dann analog zum 1-dimensionalen Fall das Maximum des vertikalen Unterschieds der Funktion zur
Ebene.
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2.2.8 Satz iiber die Legendre Transformierte und Extremale

Sei L:R"xR"xR:— R, (a,b,¢) — L(a,b,c) konvex bzgl. der 2. Variablen. Dann gilt: Eine Kurve (¢, z(t)) ist genau dann
ein Extremal von

S(t,x(t)) = / Ce(t), #(t). 1) di (1)

wenn fiir die Legendre Transformierte H := L£* von £ bzgl. der 2. Variablen gilt:

o o,
or P op

mit
(t) = 2= (al), (),

Man nennt obere Differentialgleichungen Hamiltonsche Differentialgleichungen.

Beweis: Es ist

. . oL
H(a,p,t) = pi(p) — £(w,é(p),8)  mit 52 =p
Mt OH OH OH

einerseits und

226) s~ 0L  ; ~~..,; OC
dH = ; 8xid$ —&-izzlxdp 8tdt

andererseits, folgt durch Koeffizientenvergleich
oH OH oL .
op " ew . o T
O

Beispiel: Mit
L= % (% +37) — U(z,y)

und (¢, x) als Extremal von S (vgl. Gl. 1), ist

1
H=L"|o=-— (P2 +p]) +Ulz,y)

2m
obei 0 und sind
Wi = —_— [ p— .
Pa 0% Py Yy
2.2.9 Lemma iiber quadratische Formen

Sei f: R™ — R eine quadratische Form: o
flx) = a2’

mit f” > 0, das heifit (a;;) positiv definit. Dann gilt: f(z) = f*(p) fiir p = % .
€z x
Beweis: Es sei 0.B.d.A (a;;) symmetrisch. Mit
of i) g j i V=T i g
Pz (v) = aj;x" V! + a;27v" =" 2a42° 0" = 2f(x)
folgt
. of
[ (@) = p(z) - f(=) =5.| @ —f(@)=f(2)
2f x|,
2f(x)
O
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2.2.10 Lemma iiber die Energieerhaltung
oL
Es sei T 0. Dann gilt fiir H = L* |3:
H(z(t),p(t),t) = const
fiir jede Losung (¢, x) der Hamilton DGL.

Beweis:
OH OH. OH. OH OH OH OH (OH
B PO =58 5,0 5 = o) T ap \ o) T
0
Anwendung: Betrachten die Lagrange Funktion
1, .
L= 3 (i +9%) —-U (s/xQ +y2)
in Polarkoordinaten (r, ¢):
1, ,
L= 3 (7"2 + r2<p2) —Ul(r)
Mit
Lo 1 4
Hzi Prt 3P, +U(r)
folgt
8—H——' =0 = =: ¢y : const
Do = Py = pfp =iC1:
]
Wegen 0;H = 0 ist nach Lemma 2.2.10
Lo 14 o o
H= 5 (P + r—gpW +U(r) =:co:const = p,(t) =x4/2[co —U(r)] — 2= pr(r(t))
woraus sich die Losung ergibt geméfs
. :l:/ dr
V2l —Um) -4

2.3 Fluss
2.3.1 Definition: Fluss

Es sei H : R?" — R und (p, q) : R — R?" die allgemeine Losung der Hamilton-Gleichungen

A,

aipiq’ quiip (3)

Dann definiert man den Fluss
g Rx[UxV]—-UxV , UV CR"

bzgl. ‘H wie folgt: Zu t € R und (pg,qo) € R?" ist
9'(po,q0) = (p(t),q(t)) ~ mit  (p(0),q(0)) = (po,qo)
g ordnet also dem Anfangswertproblem (p(0),¢(0)) < (o, o) zu den DGL 3 den Wert (p(t), q(¢)) zu.

Bemerke:

e Man kann entweder voraussetzen, dass die Losung fiir das AWP stets existieren, oder U und V werden entsprechend
auf die sinnvollen Werte eingeschrankt.
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o {g'} +cr bilden eine Gruppe bzgl. der Verkettung:

gtl o th - gt1+t2

Anschauliche Erlduterung: Betrachten das DGL-System & = f(z), f: R™ — R™ und den dazu entsprechenden Fluss g.
Das Feld f(z) entspricht anschaulich einer Flussrichtung bzw. einer Flussstirke an jedem Punkt x € R™. Der Punkt g*(zo)
ist der Punkt, an dem ein Teilchen, beginnend am Punkt xg, nach Zeit ¢ ankommen wiirde.

gt(l’o)

Xo

Abbildung 1: Zur Erlauterung des Flusses

2.3.2 Hilfslemma iiber den Fluss

Es sei ¢ = f(x), f : R® — R" ein Differentialgleichungssystem, so dass Losungen fiir alle t € R existieren. Dazu sei
g:RxU — R" U C R" der entsprechende Fluss, das heifit fir zo € R", t € R ist z(t) = g'(zo) die Losung des AWP
2(0) = xy. Dann gilt fiir jede messbare Menge D C U:
= / div f dx
t=0

D

d
2 Vol(g'(D))

Beweis: Fiir eine Matrix A € M(n x n) und Skalar ¢ € R ist

det (Id +tA) = 1+t - trace(A) + O(t?) (4)
denn
1 1 1 1
det(Id +tA) Omdet (~Id+A) = t"x_al=-)=t"— — —— -trace(—A)+...
t t v ognl 2
— trace(A)
Zusammen mit
9" (w0) = 2(0) + #(0) t + O(¢?) (5)
f(zo)
Zo xo

folgt dann fiir eine messbare Menge D C U

¢ _ yi=g' () ag" _/ aof )
Vol(g*(D)) = / dy’ = /det<8x> dr = [ det IdJraxtJrO(t )| dx

g*(D) D D

4/[1+t~trace<g£> +(9(t2)} dx /d:c+t /dlvf xo) dx + O(t?)
—— D

D
div f
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2.3.3 Lemma von Liouville
Es sei @ = f(z), f:R™ — R" ein Differentialgleichungssystem, so dass Losungen fiir alle ¢ € R existieren, und

g:RxU—-R" UcCR"

der zu f entsprechende Fluss. Gilt
divf=0

So ist

Vol(g"(D)) = Vol(D)
fiir jede messbare Menge D C U und t € R. Der Fluss g erhilt also Volumina.

Beweis: Direkte Folgerung des Hilfslemmas 2.3.2:

d
% VOI( ( )) %VOI ( t0+t(D)) = / lef de =0
t=to t=0 4% (D) "0

2.3.4 Satz von Liouville

Es sei D C R" x R” messbar und g : R x U x V — R™ x R" der iiber H definierte Fluss (vgl. 3). Dann gilt:
Vol(D) = Vol(¢'(D)) VteR

Beweis: Mit
OH OH

flg,p) = <%7—@> , (¢,p) = f(q,p)

und

divf= Z 5'q18p1 Z apﬁaqz

ist der Satz eine direkte Folgerung des Lemmas von Liouville (2.3.3).

2.3.5 Wiederkehrsatz von Poincaré

Es sei (2,3, ) ein endlicher Maffraum und g : Q — € eine maferhaltende, messbare Abbildung. Dann gilt:
Fiir jede messbare Menge U C € mit u(U) > 0, bilden die Punkte = € U, deren iterierte {g"(z)}, oy nicht beliebig oft nach
U zuriickkehren, eine p Nullmenge, das heifst

p{z€eU|INeN:Vn>N:g"(x)¢U}) =0

Mit anderen Worten: Fast jeder Punkt = € U, kehrt durch ¢", n € N unendlich mal wieder zu U zuriick.
Bemerke: Die Endlichkeit des Mafraumes (€2, 3, i) ist wichtig!
Spezialfall: Q C R", ¥ = £(Q), u = A (Lebesque Maf).

Beweis: Sei -
k=n
Es ist klar dass U C A und A4; C A; fiir j < i. Auferdem ist wegen 4; = ¢/ *A; und der p-Invarianz von g
WA = (A7) V0§ > 0

Nun gilt fiir jedes n > 0
U\ A, CAo\ A4,

17



so dass gilt
U\ An) < Ao\ A) " =5 1(Ag) — u(An)
das heifst
wU\NA,) =0 VYVn>0
Dies impliziert

() <n(Uenan) <o

neN neN
Doch
U\ () 4n

neN

ist genau die Menge an Punkten = € U fiir die fiir irgendein n und alle k > n gilt f*(z) ¢ U. O

Beispiel 1: Fiir ein 2-D Teilchen im Potential V', mit lim V(gq) = oo, und Hamilton-Funktion H(q,p) = T(q,p) + V (g, p),
q—o0

ist der entsprechende Fluss g¢ (fiir irgendein ¢ > 0) genau wie im Wiederkehrsatz von Poincaré (2.3.5). Fiir jede noch so
kleine, nicht-triviale Umgebung U im Phasenraum €2, kehrt das Teilchen mit Anfangszustand (p,q) € U, fast sicher nach
endlicher Zeit wieder in die Zustands-Umgebung U zuriick, und zwar unendlich oft!

Bemerke: Ohne die Bedingung qll)rgo V(q) = oo ist der Phasenraum 2 nicht beschrankt und gegebenfalls sogar mit Mafs co.

Dies verletzt die Voraussetzungen des Satzes von Poincaré!

Beispiel 2: Betrachten zwei verbundene Gaskammern A, B gefiillt mit elastisch stofsenden Gasteilchen, und eine beliebige
Umgebung U C € im (endlichen) Phasenraum, in der die Teilchen stets in Kammer A sind. Dann gilt: Fiir fast alle
Anfangskonfigurationen (g, p) € U kehren die Teilchen nach endlicher Zeit in die Kammer A zuriick!

Abbildung 2: Zum Wiederkehrsatz: Zwei verbundene Gas-
kammern
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3 Mannigfaltigkeiten

3.1 Einfiihrung

Es sei M ein metrischer Raum, wodurch automatisch Begriffe wie Stetigkeit und Umgebung definiert seien.
Bemerke: Es geniigt eigentlich zu fordern, dass M ein Hausdorff-Raum ist.

3.1.1 Definition: Karte
Eine Karte ¢ (im Punkt x € M) ist eine bijektive, stetige (in beide Richtungen) Abbildung
p:DCR"—p(D)C M

wobei sowohl D als auch ¢(D) offen seien, so dass z € p(D).

3.1.2 Definition: Atlas
Ein Atlas ist eine Familie (Dq, ¢o),c 4 von Karten auf M, so dass
M = U Spa(Da)
acA

und
;oo (9(Dy) Nei(Di)) = ¢t (93(Dy) Ni(Ds))
CR» CR™

fiir jedes i,j € A eine stetige, bijektive Abbildung ist.

3.1.3 Definition: Differenzierbarer Atlas

Ein Atlas (Da, 9a)aca heilt differenzierbar (C*), falls alle ;! o ¢; differenzierbar (C*) sind.
Man fordert zusétzlich: Die Menge von Karten ist abzéhlbar.

3.1.4 Definition: Kompatible Atlanten

Zwei differenzierbare Atlanten {¢a},c 4, {¥g}scp heiben kompatibel, falls

{QOa}aeA U {7/}5}[363

auch ein differenzierbarer Atlas ist.
Bemerke: Kompatibilitdt von Atlanten ist eine Aquivalenzrelation.

3.1.5 Definition: Differenzierbare Mannigfaltigkeit

Eine differenzierbare (C*, glatte) Mannigfaltigkeit ist ein metrischer Raum M ausgestattet mit einer Aquivalenzklasse von
differenzierbaren (glatten) Atlanten.

Beispiele:
1. Jede offene Menge U C R™ ausgestattet mit der Karte o =1d, D =U.

2. Die Einheitskugeloberfliche Sy C R? ausgestattet mit der Euklidischen Metrik d = dE’ Sy ist eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit. Einen differenzierbaren Atlas stellen die folgenden 6 Karten dar:

pi:Di= {22 +y? <1} = S, pul(ey) = (v,y, 21— 07— ?)
Analog auch z,z und y, z
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3. Der Torus T? := R"/ ~ als Menge aller Aquivalenzklassen bzgl. der Aquivalenzrelation

(z,y) ~ (2"y) & (-2 y—y) €L XL
——
cR2

ausgestattet mit der Metrik
d([go} [po]) := min " de(q, p)

q€[qo]

PE[po]
wird durch die Karte

90,1 =R/ ~ , p(z) = [a]
zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit.
4. Es seien f1,.., fr : R™ — R differenzierbar, so dass df; in jedem Punkt linear unabhéngig sind. Fiir feste Konstanten
ay, .., ay ist
M:={zeR": fi(x)=a; i=1,..,k} CR"

ausgestattet mit der Euklidischen Metrik eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.
Beweis: Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert fiir jedes * € M ein ¢ > 0, Koordinaten y;, ,..,y;, , und
Abbildung

Yiy 91 (Yiy s s Yin_y,)
g:DCR"F L RF : s :

Yin—s, 9k (Yirs s Yin )
mit M N B.(x) = graph(g) (gegebenfalls nach geeigneter Umordnung der Koordinaten).

3.1.6 Definition: Tangentenvektor (Def. 1)

Vorbetrachtung: Es sei f: Uy C R" — Uy C R” eine bijektive, differenzierbare Funktion. Dann induziert diese fiir jeden
Vektor vy im Punkt z1 € U; einen dquivalenten Vektor vy = df |5, (v1) im Punkt 29 = f(z1) € Us (vgl. Abbildung 3).

@ f
Abbildung 3: Zur Gleichheit von Vektoren im R"

Verallgemeinerung: Betrachten nun einen Punkt z € M, dazu Karte p; : D — M mit x € ¢(D). Nennen Tangentenvektor

vy im Punkt 2 € M zu Karte ¢, jeden Vektor im Punkt o] () € R™. Dieser sei gleich zu einem Vektor vy in 2 zu Karte oy
falls

d (e op1) (v1) =2

(Transformationsverhalten).

3.1.7 Definition: Tangentenvektor (Def. 2)

Vorbetrachtung: Betrachten den Punkt 2 = v, (0) = 72(0) fiir glatte Kurven 7; in R™, wobei gelte

31(0) = 42(0) = ¢

Dann ist mit ¢t — 0
[71(t) = 72(t) ]| = O(t?)
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Verallgemeinerung: Es sei nun 2 € M fest. Definieren einen Vektor in x € M als Aquivalenzklasse [] glatter Kurven
vi(—g,e) = M mit ~(0)==x
bzgl. der Aquivalenzrelation

Y &V o T () — e ()] = OF) (%)
~—

Karte

(vgl. Abbildung 4).

Abbildung 4: Zur Aquivalenz von Kurven im Punkt z

Bemerke:
e Ist (*) fiir eine Karte ¢ erfiillt, so ist sie es fiir alle Karten.

e Manchmal identifiziert man (bei festgelegter Karte @) v : I — M mit der entsprechenden Kurve o=t o~ : I — R™ und
erweitert den gleichen Aquivalenzklassenbegriff auch auf diese. Natiirlich gilt

vehl & (¢ o) efplon]
3.1.8 Aquivalenz der beiden Definitionen
Jeder Vektor aus der ersten Definition entspricht einem Vektor aus der 2., und umgekehrt.
e Wihlt man v als Vektor in « € M bzgl. Karte ¢ (1. Definition), so induziert dieser den Vektor
[y mit () = (e~ (z) + vt)
entsprechend der 2. Definition. Bemerke dass die Zuordnung
R" 3> v [l (z) +vt)] € T,M
eindeutig ist.

e Wihlt man [v] als Vektor in « € M bzgl. Definition 2, so ist

d , _
7 (7 0) hi=o (6)
der entsprechende Vektor zur Karte ¢ nach Definition 1. Dabei ist diese Zuordnung reprisentationsunabhéingig, denn

es ist

21



3.1.9 Definition: Tangentialraum

Es sei M eine n-dimensionale, differenzierbare Mannigfaltigkeit. Die Menge T, M aller Vektoren zu z € M nennt man den
Tangentialraum zum x € M. Dabei ist T, M tatséchlich ein Vektorraum:

Def. 1: T, M ist nach Wahl einer Karte direkt identifizierbar mit R™. Dabei héngen die Operationen auf Vektoren nicht von
der Verwendeten Karte ab:

d (03" e1) (&1 + &) =d (93 1) (&) +d (95 1) (&)

Somit ist insbesondere dim T, M = n.

Def. 2: Fiir zwei glatte Kurven 1,72 : (—¢,¢) — M, 7;(0) = z und Karte ¢ sei

]+ el = [ '+ 1y — o 1 (2)]

Bemerke dass
[T N+ O01(8) + 9 12+ O2(t?) —9 M (@)] = [ ' n + 0 e — 0 (2)]

3.1.10 Definition: Tangentialbiindel

Man nennt die Vereinigung aller Tangentialrdume

™™ = | T.M
rzeX

Tangentialbiindel von M.
Bemerke: Jedes Element (z,£) € TM wird identifiziert mit dem Vektor £ € T, M im Punkt x € M.

3.1.11 TM als Mannigfaltigkeit

Das Tangentialbiindel TM einer n-dimensionalen, C> Mannigfaltigkeit M ist eine 2n-dimensionale (C*°) differenzierbare
Mannigfaltigkeit.

Erlduterung: Das M Struktur eines metrischen Raumes aufweist, sei hier vorenthalten. Dabei ist eigentlich nur der Nachweis
einer topologischen Struktur notwendig.

Sei nun (z,£) € TM beliebig, dazu Karte (p,U) in € M. Gesucht ist nun eine glatte, bijektive Abbildung

®:DCR™ -TM mit (z,&)¢€dD)

Definieren wir
P UXxR"—=TM , ®(u,p) := u), [p(u + pt
(u, p) = (p(u), [p(u+ pt)])
DCR2n EM  €TowyM

nach
2. Def.

so ist @ bijektiv und glatt. Doch sogar der gesamte, so erzeugte (iiber alle Karten ¢ von M) Atlas ist glatt (vgl. 3.1.3), das
heifst
<I>;1 o®; : D C R*™ - R*™ fiir D geeignet
ist stets glatt, denn:
Fiir (u1,p1) € R™ mit ®(ui,p1) = (x,€) € T,M und &, (z,£) = (ug,ps) gilt nach Definition 1 von Vektoren (bzw.
Bemerkung 3.1.8)
po = du, 03" 0 p1(p1)
und somit
(@21 0 @1) (u,p) = (03 pr(u), dlu 93 01(p))

das heift beide Komponenten von ®; 1o ®; und somit auch o2 Lo ®, selber sind glatt. Bemerke: Bijektivitit ist gesichert, da

1

d(goz_logal)wi(gpl_log@):d(g02_10<plo<p1_10<p2):d(Id):Id = d(cpllogog) = [d((pglogol)]7
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3.1.12 Definition: Differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten

Es seien M, N jeweils eine m bzw. n dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann heilt f : M — N differenzierbar (glatt) :< Fir
beliebige Karten (o, U), (v, D) auf M bzw. N ist

v lofop:p (71 (¥(D)) - DCR"

differenzierbar (glatt).

Abbildung 5: Zum Definitionsgebiet von ¢~ o f o @

Nennen speziell F := C>°(M) den Raum aller glatten Abbildungen f: M — R.

3.1.13 Definition: df
Eine differenzierbare Abbildung f : M — N induziert eine differenzierbare Abbildung TM — TN geméf

(@, b)) (@), M)
~—

€T, X

Wohldefiniertheit: Zu klaren wére die Unabhéngigkeit von der Kurve . Tatséchlich ist fiir Kurven ~yq,~ys:

T~y = e () — e () =0
= 7 (f(n) =Y (f(2) = Ot?)

= f(n) ~ f(r2)
denn
D)) =v T o foplpT (m)) =9 o fow(pT (12) + O(t?) =~ o f(72) + O(t?)
Interpretation: Es seien ¢ und v jeweils eine Karte auf M und N. Per Konstruktion ordnet df dem Vektor [y] € T, M
(nach 2. Def.) den Vektor [f(7)] zu. Im Kontext der 1. Definition von Vektoren ist fiir

%(W 07) |t=0=¢

genau £ 2 [y]. Dann ist

[f(7)] = % (v o for) limo= % (v lofopoptoy) mo=d (¥ o fop) % (™1 07) limo=d (¥ o foyp) (&)
—_—

3
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das heiflt df ordnet dem Vektor & € TM (bzgl. Karte ) den Vektor
d(y™ o fop)(§)

(bzgl. Karte 1) zu.

Bemerkung: Fiir Mannigfaltigkeit (M, ¢), Vektor [y] € T, M mit Darstellung £ bzgl. ¢, ist dann nach Gleichung 6 genau
de™'([(Y) =¢ mit dp':TM — TR"

denn nach Definition

de™'  _ (©)
M5 )] =¢
~———
€Tp-1()R"

3.1.14 Lemma iiber die Verkettung von df

Esseien M L N % [, glatte Abbildungen zwischen den Mannigfaltigkeiten (M, y,), (N, ¥y,), (L,4;). Dann gilt
dgodf =d(go [)
——
M—L

Insbesondere folgt daraus
d(f~1) = (df)~

Beweis: Fiir Vektor £ € T, M ist

(dgodf)(&) =d (v " ogown) [d(vyt o fotm) (€] =d ¥ ogoforym)(€)

das heifst
dgodf =d(go f)
O

Beispiele:

o Fiir M =R™, N=R", f: M — N ist TM = R™, das heift

ist df die gewohnliche Ableitung aus der reellen Analysis.
e Fiir M = B?(0) C R? und N = S, mit

f:M— N, f(x)= (xl,xg, 1—1;%—3:5)

ist

o @5) = (1) G700

3.2 AuRere Algebra
3.2.1 Definition: 1-Form

Sei V' ein R-Vektorraum. Dann ist eine 1-Form w eine lineare Abbildung w : V' — R. Dabei sei VV* der Raum aller 1-Formen
auf V', der so-genannte Dualraum von V. V* ist tatséchlich ein Vektorraum und es ist dim V* = dim V falls dim V' < oo.
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Beispiele:
e Es sei z1,..,x, eine Basis in V. Dann ist
dz'(€) == ¢ fir  &=¢y
eine 1-Form auf V. Es gilt sogar: Die dz', .., dz™ bilden eine Basis in V, die so genannte Dualbasis.

e Fiir Vektor F' € R™ (z.B. homogenes Kraftfeld) ist
W R R, w(E) = (6 F)

eine 1-Form (z.B. Wirkung von F entlang &).

3.2.2 Definition: 2-Form

Eine bilineare, schiefsymmetrische Abbildung w? : V x V — R heifit 2-Form auf V.
Bemerke:

e Der Raum A%V aller 2-Formen auf V ist ein linearer Raum.
e Die Schiefsymmetrie ist dquivalent zu
w(§,§) =0 VeV
Beispiele:

e Fiir schiefsymmetrische Matrix Q € R"*", das heift Q7 = — definieren wir

W& m) =€
Dann ist w? wegen
WAEm) = [WAEm)]" = [€7n] " = nTQTE = —*(5,€)

schiefsymmetrisch und somit eine 2-Form auf R™.
Bemerke: Jede 2-Form w? ist wie im Beispiel durch eine schiefsymmetrische Matrix Q darstellbar, das heiftt

Vw?:3QeRM™™: w(&,m) ZSTQH

e Betrachten die Abbildung S : R? x R? — R, die jedem Paar &,7 den orientierten Flicheninhalt des durch {&, 7}
aufgespannten Parallelogramms zuordnet, das heifst

1 : {&,n} positiv orientiert
—1 :sonst

S(&,m) = sgn(S(&,n)) - Vol{&,n}  wobei Sgn(s(&n)):{

Dann ist S eine 2-Form auf R2.
Bemerke: Es gilt
S(€,m) = det (S 1
&2

o) (W)}

e Betrachten ein homogenes Flussfeld v auf R und definieren w? als die Abbildung die dem Paar (¢,7) € R® x R3
den Fluss durch das, durch {&,n} aufgespannte, Parallelogramms pro Zeiteinheit zuordnet. Das heiflt S(&,7n) ist das
orientierte Volumen des, durch {v, &, n} aufgespannten, Parallelepipeds:

insofern

als positiv orientiert festgelegt wird.

v &1 M
S(,n)=det |va & o
vz &3 73
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Somit ist S eine 2-Form.

- ~

A=~

Vv S~a 7 - 7/
S~~~ - s
s r s
> _ L7
~
n A ,
’ ~-< s
s’ S~
’ _ -
-
£ -7
~aL--

Abbildung 6: Zur Durchflutung des Parallelogramms

Bemerke: Der Raum A2V aller 2-Formen auf V ist isomorph zum Raum aller schiefsymmetrischen Matrizen, also insbeson-

dere
n(n—1)

dim A%V =
1m 2

3.2.3 Definition: k-Form
Eine Abbildung w* : V x V x --- x V. — R heift k-Form, falls:
—_—

k-mal
a) w® multilinear
b) w* schiefsymmetrisch

Man nennt A*V den (linearen) Raum aller k-Formen auf V.
Bemerkung zur Schiefsymmetrie: w” ist definitionsgemif genau dann schiefsymmetrisch, wenn

Wy &oenyny o) =—wloooym,. &)
T T T T
i j. i j.

Aquivalent dazu ist
VoeS: wk(fla agk) = X(U) Tw (50(1)7 "',ga(k))

Beispiel: Die Volumenform

& ... &
Vol(&y,..,&n) i=det | & .
& - &
ist eine n-Form auf dem n-dimensionalen Vektorraum V. Es gilt sogar:

dim A"V =1

das heift jede n-Form w ist darstellbar geméft w = const - det(+). Fiir einen Beweis siche Lineare Algebra.

3.2.4 Definition: Tensorprodukt von k-Formen

Zu k-Form w und p-Form ¢ definiert man das Tensorprodukt w @ ¢ € A*TPV gemifh

w® C(Elv -~>§k>771, np) = W(§17 “'751@) : 4(7717 '“77717)

26



3.2.5 Definition: Wedgeprodukt zweier 1-Formen
Es sei V ein linearer Raum. Definieren die Abbildung A : V* x V* — A2V geméif

1 — wi() w!(é2)
(w Aw2)(€1;§2) = det (w2(£1) w2(§2)>

das heifst

WA =wl@w? —w?euw!
Aufgrund der Linearitit und Schiefsymmetrie der Determinante ist tatsichlich w! Aw? € A2V. Die so gebildete 2-Form nennt
man Wedgeprodukt oder Keilprodukt von w' und w?.

3.2.6 Lemma zur Basis von A2V

Es sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und z1, ..., z,, eine Basis auf V. Dazu seien dz', .., dz’ die entsprechende Dualbasis.
Dann bilden
i J
{dw A dx }j o

eine Basis von A2V.

Beweis: Die dz' A dz? sind linear unabhiingig, denn aus

> Aijdat Ada? =0

j>i
folgt
i ; dzt(z)  dot(x k<l
0= Z)\ijdx Ada? (zg, z1) = Z Aij det (dzjgxk% dﬂ%ﬁ%) = Z Aij (8ik0j1 — dudjn) "= Akt
§>i §>i j>i
Wegen
i ; n(n —1) .
’{dm A dz? }j>i =—5 = dim A%V

bilden sie sogar eine Basis. [

3.2.7 Definition: Wedgeprodukt mehrerer 1-Formen
Es sei V ein R-Vektorraum. Zu 1-Formen w', ...,w™ auf V heifit die m-Form
WA AW €AY

definiert durch

wi&) o w'(Em)

wn(E) o W (Em)

WA AWM (€, €)= det

1 m

Wedgeprodukt oder Keilprodukt von w", ..,w

Bemerke:

e Aufgrund der Multilinearitéit und Schiefsymmetrie der Determinante ist w' A --- A w™ tatséchlich eine m-Form.

e Die Zuordnung . X
(W™ w A Aw™

ist eine m-Form auf (V*)™. Sie ist somit insbesondere schiefsymmetrisch und multilinear.

e Es ist

WOYA AT = Z X(a>.w0(1)®...®w0(m) (8)
o€Sm

(vgl. Eigenschaften der Determinante)
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3.2.8 Lemma zur Basis von A™V

Es sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit der Basis 1, .., #,, und den dazu Dualen dz', .., dz™. Dann bilden fiir m < n

die m-Formen 4 4
{dw“ A A dw““}

11 <t < - <im

dim A™V = (")
m

eine Basis in A™V. Insbesondere gilt dann

Beweis: Lineare Unabhéngigkeit: Aus

> Ny da™ A Adatm =0

i1 <<l

folgt

0= Y N inda™ A Ada (g, m5,) = > N D X(0) Gi - Gi i

i< <l 11 <. <l ocES,

j1<;<jm _
= E Airreiim Oig g+« Ot = Nj1eim

11 <. <l

Ferner ist jede m-Form w € A™V darstellbar durch

w= Z W (T s ey y,, ) - da™ Ao A datm

11 <..<im
Q
denn fiir j; < ... < jy, ist
analog
zu vorhin _ . .
Q(xju""'rjm) - E w(xil""’xim)(siljl "'6imjm _w(xh"“’xjm)
11 <. <ty

das heifst 2 und w stimmen auf der Basis und somit auf ganz V iiberein. [

3.2.9 Wedgeprodukt beliebiger k-Formen

Durch die Multilinearitdt von A und der Darstellungsmoglichkeit von k-Formen iiber Wedgeprodukte von 1-Formen, ist somit
durch Forderung der Assoziativitit auch das Wedgeprodukt von beliebigen k-Formen definiert. Fiir w* € A¥V, i = 1,... N

mit den Darstellungen

i i J1 A ... Jk;
w' = E ajlujkidx A Adati
(J1se-2dk; )ET:
ist somit
N
i_ 1 Jia ... Jk N JiA ... Jk
/\w = E ajl_'jhdx Ao Nd? | Ao A E ahv_]kNdac Ao Nda?Rn
i=1 (J15-:dky JET (G5 esdby JEIN
-1 -1 N - N
= E E atv o oaNy n dEU A AdTTEN AL Adat A A dadRN
31~~])€1 J1 ”jkN

jtedy jNeJn
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3.2.10 Definition: Vektorfeld
Es sei M eine C*° Mannigfaltigkeit. Fine Abbildung X : M — T'M heiftt Vektorfeld auf M, falls

a) X glatt
b) X(a)=:X, €T, M
Dabei sei X der (F-lineare) Raum aller Vektorfelder auf M.

Beispiel: Fiir M =R und TM = R" x R" ist X € TM ein Vektorfeld im klassischen Sinne.
M TyR»
M

3.2.11 Definition: 1-Differentialform
Eine 1-Differentialform w : TM — R ist eine glatte Abbildung (vgl. 3.1.12), mit

w| € (T,M)*

das heifft w wirkt auf (z,&) € TM wie eine 1-Form in T, M bzgl. £.

3.2.12 Definition: 1-Differentialform (Alternative)
Eine F-lineare Abbildung w : X — F heifit I1-Differentialform (oder einfach k-Form) auf M (vgl. Lemma 3.2.14).

3.2.13 Definition: k-Differentialform
Eine F-multilineare, schiefsymmetrische Abbildung w : X x --- x X — F heifit k-Differentialform (oft auch k-Form) auf M.
—_——

k mal
Man nennt

AR M

den (F-linearen) Raum aller k-Differentialformen auf M.

3.2.14 Lemma iiber die Operation von k-Formen
Es sei w: X¥ — F eine k-Differentialform auf M und X7, .., X} beliebige Vektorfelder auf M. Dann hingt
w(Xy, .., Xi)(a)
——
€F
fiir jeden Punkt @ € M nur von den Werten X, _, .., Xj, der Felder in a ab.

e Insbesondere ist
w(X1,..,Xk)(a) =0

falls mindestens ein Vektorfeld in a dem Nullvektor entspricht.

e Aufgrund der Tatsache dass w(Xy,.., X)) als skalares Feld an jedem Punkt a € M nur von den Werten X, abhéngt,

kann man w auch als Abbildung
w:M — A*TM | w(a) € AT, M

identifizieren: Fiir beliebige Vektoren x1, .., xx € T, M wére
w(a)(z1, .., zr) = w(X1, .., Xk)(a)

wobei die X; (beliebige) Fortsetzungen der z; zu Vektorfeldern sind.
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Beweis: 0.B.d.A betrachten wir 1-Form w. Es sei X € X ein Vektorfeld in M, so dass X, = 0 ist. Dabei seien ey, ..,ex € X
Basisvektorfelder, das heift e;, € T, M standard-Basisvektor in 7, M. Da sowohl die Karte als auch X glatt sind, existieren
glatte skalare Felder f? mit

X=F iei

wobei fi(a) = 0 sind. Aufgrund der F-Homogenit#t von w folgt dann

w(X) = w(fiel-) = fiw(ei) = w(X)(a) :@w(ei)(a) =0
0

Sind nun X, Y € X beliebige Vektorfelder mit X, =Y, so folgt

(X_Z)a:()

w(X)(a) —w(Y)(a) = w(X —Y)(a) 0

3.2.15 Definition: df fiir skalares Feld f € F
Fiir skalare Funktion f € F ist df, definiert durch
df (v(x)) = da f(v(x)) = dy-1(2) (f o ) (w(x) )
—~—

nach
1. Def
bzgl. ¢

eine 1-Differentialform.
Bemerke: Im Kontext von Definition 3.1.13, ist hier f: M — R, wobei TR = R, v = Id ist.

3.2.16 Einschrinkung von 1-Formen auf Tangentialriume

Sei x € M fest. Dann ist fiir 1-Differentialform w auf M, die Abbildung w/|, : T, M — R definiert durch
wlx(€) :=w(z,&) nach Def. (3.2.11)

bzw.
wlz (v(x)) :=w(v)(z) nach Def. (3.2.12)

eine 1-Form auf T, M.
Bemerke: Letztere Darstellung ist moglich, da jeder Vektor & € T, M zu einem Vektorfeld v € X fortgesetzt werden kann.

3.2.17 Definition: Die 1-Formen dz‘

Es sei (M, 1) eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, x € M und dazu Karte ;. Dann schreibt man

2= 97 (@)

fiir die jeweilige Komponente von ¢, '(z) € R”, und es gilt (z +— z*) € F. Man nennt die Felder z', .., 2" Koordinaten auf
M. Man definiert die 1-Differentialformen dz®: X — F gemify

de' = d(x — z°)
(vgl. Def. 3.2.15). Das heift fiir Vektor v bzgl. Karte 12 (1. Def.):

da'(v) 1= d(a'2) (v) = d (1! 012)" (v) (10)
—_——

klassisches
skalares
Feld

Bemerke:
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o Fiir skalares Feld f € F(M) folgt dann die Darstellung

_O(fothy) i OF s
e Fiir Vektor £ bzgl. ¢, folgt
dz'(€) = ¢ (12)

e Schreiben fiir Mannigfaltigkeit M mit der Karte ¢ und dazu Koordinaten ¢ oft (M, z%).

e Fiir Abbildung f : (M, ¥, 2) — (N, by, y?) werden wir oft schreiben f7 := (¢, ! o f)Z bzw. gzj; = % (Yt o fo 1/1n)i

Beispiel: Fiir

M =R\ {0}, o(p,9) = ( ’;Zﬁfg ) Uty = ( z; )

ist bzgl. ¢ : ! = p, 22 =¥ € F und somit

op Op
dp = dyp(y",y*) = (57
p=dyp(y ,y~) (ayl’ay2>

1

Fiir Vektor & = ( £

e ) bzgl. Karte 1 ist dann

0 0
dp(€) = 67’151 + 8—;52

3.2.18 Lemma iiber die Darstellung von Differentialformen

Jede k-Differentialform w € A¥M auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit (M, %) ist darstellbar als

w = Z ail“ikda:“/\-~-/\da:ik

11 <..<tg

wobei die dx' die durch die Koordinaten erzeugten 1-Formen auf M sind (vgl. Def. 3.2.17). Da w glatt ist, sind auch die
jy 5 -, G, glatt als Funktionen a;; € F.
Bemerke: Speziell fiir £ = n ist jede n-Form w”™ darstellbar durch

w=g@-dz' A Adz"
3.3 Zuriickgezogene Form

3.3.1 Definition: Zuriickgezogene Form

Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen den Mannigfaltigkeiten M, N, m = dim M,n = dim N. Sei w € A*N eine
k-Form auf N. Dann heift die k-Form f*w € A¥M definiert durch

(ffw)al(€r, s &) = Wr(a) (daf (1), s da f(ER))

zuriickgezogene Form von w auf M.
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3.3.2 Satz iiber die zuriickgezogene Form
Essei f: M — N glatt, und w € A¥N (vgl. Def. 3.3.1). Dann gilt:
a) f*w ist tatsdchlich eine k-Form auf M

b) Die Operation f*: AN — A*M ist F(N)-linear, das heit fiir Funktionen A1, Ao € F(N) und k-Formen w!,w? € AKN
ist
Ff(Mwt + Aaw®) = (Ao f) - frwt + (A2 o f) - frw?

c¢) Fiir Formen w!' € A*M, w? € A'M ist
f*(wl /\w2) :f*wl/\f*w2

d) Fiir glatte Abbildungen

zwischen den Mannigfaltigkeiten L, M, N ist

3.3.3 Spezialfall: f*g fiir skalares Feld g
Es sei f: M — N glatt und g € C*°(N) eine 0-Form auf N. Dann ist nach Definition

[fg=gof

3.3.4 Die Form f*dQ

Es sei Q : N — R ein glattes skalares Feld auf der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit N und f : M — N glatt. Dann ist
bekanntlich dQ € A'N eine 1-Form auf N. Deren Zuriickgezogene f*dQ ergibt sich dann nach Lemma 3.1.14:

(3.1.14)

(f7dQ)(§) =dQodyf = "d(Qo f)

3.3.5 Die Formen f*dy’
Es sei f: (M, ¢, 2") — (N,1,,y") eine glatte Abbildung zwischen den Mannigfaltigkeiten M, N. Dann ist

g P2 a (g o p) W of i
SN—— —— oxI

eA'M fi
cF(M)
das heifst
* i af’t j i — i
frdy* = @dxj , fr= (wnl © fo'(/)m> (13)

Spezialfall: Fiir Karte v mit Koordinaten 2* ist

* i 8 ’(/}_1 o ¢ ‘ ] axl J i n
61‘,

J
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3.3.6 Spezialfall: Koordinatentransformationen

Es sei M ausgestattet mit zwei Karten (¢1,27), (2, y"). Dann ist

% 7 i - (3.3.5) Oy | , _ .
W dy' = dyt =7 ghdel | o= (3 o) (15)

lediglich eine Darstellung der dy® durch die dx* (Koordinatentransformation)!

3.3.7 Darstellung von f*w fiir 1-Form w

Es sei f: (M, ), x") — (N,1,,1y") eine glatte Abbildung zwischen den Mannigfaltigkeiten M, N. Ferner sei w € A'N (vgl.
3.2.17) eine 1-Form auf N mit der Darstellung ‘
w = a;dy’

Dann ist nach Abschnitt 3.3.5 und Eigenschaften 3.3.2 von f*:

oft

3.3.2 w ., (335 ,
P2 @o ) rray P2 aio ) G da? (16)

frw
Beispiel: Betrachten die Mannigfaltigkeit M = N = R? und die Transformation

(r,p)(x) = 1?;1 o ¢;1(x) = (m, arctan zi)

Dann ist

Id* [r?dr + rede] = r*1d" dr + re1d* ¢

(15)

O/ a2 + 23 O/ a2 + 23 darctan 22 O arctan %2
= (22 + 23) 2;+ Y2 4ot + 2;+ Y2 402 | 4 \/2? + 23 - arctan % . [ 5 L dat - e L da?
1 2 1 1 2

3.3.8 Darstellung von f*w fiir k-Form w

Essei f : (M, 4, 2") — (N,%,,y’) eine glatte Abbildung zwischen den m- bzw. n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten M und
N. Eine k-Form w € A*N besitze die Darstellung

w= Z ajlﬁ,,,jkdyjl A A dyl*
(J15--dK)€J
Dann folgt
f*w (3'3:'2) Z (ajl,--,jk o f) . f*dyjl A f*dyjz Ao A f*dyj’“
jeJ

(3.3.5) 3fj1 afjk ; .
= Z(aj17~':jk Of)' Do Dgin cdrt A A dat

wobei f¢:= (1, o foty,)
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Beispiel: Betrachten die Mannigfaltigkeit (R3, Id, xl) mit dem Vektorfeld A. Definieren die 2-Form

Al A2 A3
w(Emn)=det | & & & =(AExn)
oo

das heifst
w= A'dz® A dz® + A%da® A dx' + A3dzt A da?

Betrachten nun die glatte Abbildung f : R? — R3 und die dazu zuriickgezogene f*w. Dann ist

0

fiir 1=3
an 6f3/—’\—\ af3 6f1 afl an
L 1 . 7 2 ] 3 7
ffw=(A"0of) 8:1:’8sz Adx +(A%0o f)- 8:1:’8Jd$ Ndx? + (A% o f) - B 3xﬂd ‘A dx
3 2 3 . .
> (5555 — 5 3] ot nda?
i<j

— a(f=. )
_det(a(‘l‘ 1])>

=> {(Al o f) - det (‘M) + (A% 0 f) - det (CM) + (A% o f) - det (‘MH cdzt A da?

i<j ’

~—

3.3.9 Spezialfall: f*w fiir n-Form w

Es sei f : (M,¢m,2") — (N,¢n,y’) eine glatte Abbildung zwischen den n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten M, N und
w € A"N eine n-Form auf N mit der Darstellung

w=Q-dy' ... dy", Qe F(N)

Dann ergibt sich nach Abschnitt 3.3.8

* . afl 8fn 21 7 _ afl afn 0_(1) U(n)
fwf(ﬂof)'axil'u- i cdx" Ndx Zax”(l)'m.ﬁxa(”).dl’ A« ANdx
Q2 oESn x(o)dzI A---Adx™
ij=ik, jF#k

=(Qof) H det Ao Ada™ = (Qo f) - det (‘;f) dzt A A da™ (17)
oESK j=1 \WL
det (222) ot Lo |

3.4 Integration von Differentialformen

3.4.1 Motivation

Kurvenintegrale: Es sei~ : [0,1] — R" eine Kurve und w eine 1-Form auf R3. Zerlegen das Intervall [0,1] in N Teilinter-
valle [t;,tiy1], to =0, ty = 1 und nennen

N

1
Jwi= [w]®)] d= gim St (it - 1)
5 0 i=1
Analoge Uberlegungen lassen sich zwar auch fiir Mannigfaltigkeiten M hoherer Dimension durchfiihren, doch sind sie sehr

Problemanfallig und setzen oft zu hohe Voraussetzungen an M. Eine kompliziertere Definition ist somit notwendig.
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3.4.2 Definition: Integration iiber Polyeder

Betrachten ein k-dimensionales Polyeder! D und die k-Form w auf D, mit der Darstellung

w=@-dz' A--- AdaF

/w::/apdxl...dack

D D

Dabei sei D standard-orientiert. Man definiert

3.4.3 Lemma iiber die Integration iiber Polyeder

Es seien D1, Dy € R™ zwei Polyeder, f :int(D;) — int(D2) glatt und bijektiv und w eine n-Form auf Dy. Dann gilt
[r- -
D Do

Beweis: w besitze die Darstellung
w=¢-dr' A Ada"

Dann folgt nach Abschn. 3.3.9

/f*w:/(wof)~det(g‘;)dxl...dx”: / <pdx1...dx":/w
D

D, £(Dy) Do

3.4.4 Definition: Singuldrer Simplex

Ein Triplet (D, f : D — M, ¢), bestehend aus einem k-dimensionalen Polyeder D C R™, einer glatten Abbildung f von D auf
eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M und der jeweiligen Basis-Orientierung € in D, nennen wir singuldren Simplex oder
k-Simplex.

3.4.5 Definition: Kette

Fiir ganze Zahlen my,..,my € Z und singulére k-Simplizes o; = (D;, f; : D; — M;,&;), i = 1,.., N nennen wir eine k-Kette
(aus singuldren Simplizes) einen (formalen) Ausdruck der Form

mioy +---+mnon
Die Menge (K, +,-) aller solcher Ketten, sei ausgestattet mit

(misy+ -+ mysn) + (por+ -+ pponr) == masy + -+ mysy + p1o1 + -+ oy

po (misy+ -+ mysn) = (pmy) - s1+ -+ (pmy) - sy
und der Festlegung
mi101 = Mo02 <~ (m1 = Mg — 0) \Y (m1 =mo No] = 0'2) \Y (m1 =—mg No] = —02)

wobei — (D, f,e) := (D, f,—¢)

andere
Orientierung

Sie bilde ein Z-links-Modul, das heifit es gelte:

IPolyeder: Konvexe Hiille endlich vieler Punkte. O.B.d.A kann man sich D C R¥ vorstellen.
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(K, +) ist eine Abelsche Gruppe, mit dem neutralen Element 0 - o (fiir ein beliebiges o).
e Fiir my,mgo € Z und Kette s € K ist my - (mg - ) = (myima) - »

e Fiir m € Z und Ketten 7,300 € K ist m- (5e1 + 32) =m - 300 + m - 502

e Fiir mi,mgo € Z und Kette » € K ist (my +mg) - =mq -3¢+ mg -

e Fiir Kette e € List 13 = 3

Bemerke: Oft werden die M; fiir die singuléren Simplizes o; einer Kette s € C gleich sein.

3.4.6 Definition: Rand eines k-Simplex

Essei o = (D,f: D — M,e) ein singuldrer k-Simplex, mit den N Facetten ((k — 1)-Seiten) D; (wiederum (k — 1) - dim.
Polyeder). Dabei sei auf jeder Facette eine Basis (e, ..,ex—1) als positiv orientiert erklirt, falls (n,es,..,ex—1) in D positiv
war, wobei n der duftere Normalenvektor auf die Facette sei.
Dann definiert man den Rand do von o als die (k — 1)-Kette

N
Jo = Z(D“f|D1 - Magi)
i=1
D1 nr
Ds D2

Ds

D4

Abbildung 7: Zum Rand eines 2-Simplex mit 5 Facetten

3.4.7 Definition: Rand einer k-Kette

Es sei

= E ij'j
J

eine k-Kette. Dann ist die (k — 1)-Kette
O = ij . 80’j

J

der so genannte Rand von s.
Bemerke:

e Fiir k-Polyeder D sind seine Facetten D; (k — 1)-Polyeder.

0 Z mg;i; — Z ml@%i

e Fiir Ketten s, ..., s ist natiirlich
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3.4.8 Lemma iiber den Rand von Ketten

Es sei s eine k-Kette. Dann gilt
00x =0

Beweis: Per Konstruktion geniigt es die Aussage fiir einen einzigen k-Simplex zu beweisen. Fiir k-Simplex o = (D, f, &) mit

N

90 = (Di, f |p,»e:)

i=1

ist jede unter-Facette dg der Facette D; auch unter-Facette einer anderen Facette Dy, k # 4, jedoch mit der umgekehrten
Orientierung (vgl. Abbildung 8) , das heifit

N N;
000 = Za Dy fie)=) > (d.fe]) =
T e
ir irgendein

ki

Abbildung 8: Zum Rand 9do.

Die unter-Facetten heben sich sozusagen gegenseitig auf.
O

3.4.9 Definition: Integration iiber Ketten

Es sei
x=mio1+ - +myoy , 0;=(D; CRF, f;: D; — M,¢;)

eine k-Kette und w € A*M eine k-Form auf der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Dann definieren wir

N
/w:: g mi/fi*w
P i=1 D;

Bemerke: Weder muss n = k sein, noch miissen die f; injektiv sein.
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3.4.10 Spezialfall der Integration: Der Simplex als Mannigfaltigkeit
Fiir k-Simplex ¢ = (D,Id : D — D,e) und w € A*D geht das Integral in den urspriinglichen Integralbegriff auf D (3.4.2)

uber:
def.
/w = /Id*w = /w
——
o D w D
v N
neu alt

3.4.11 Transformationen bei Integration iiber Ketten
Es sei
N
%:Zmidi mit O'i:(DZ‘7f5DZ‘—>M,Ei)
i=1
eine k-Kette, dazu N
{9;:G; — D},

eine Familie von Diffeomorphismen zwischen den Polyedern G; und D; mit f(int(G;)) = int(D;). Dann gilt fiir die dadurch
induzierte k-Kette

N
Ci=> mi(Gj, fog, &)

j=1
und k-Form w € A M:
[e= ]
¢ b1

Bemerkung: Somit ist das Integral {iber einen Simplex (D, f,¢) invariant gegentiber diffeomorphen Simplizes.

Beweis:

o5 [ireara=3 [rreratS: [ o [
¢

'7:1G]' j:1Gj jlei bl

3.4.12 Spezialfall der Integration: Flichen im R"

Es sei M C R"™ eine m-dimensionale Flache parametrisiert durch den Diffeomorphismus ¢ : U C R™ — M, dazu skalares
Feld F : M — R. Zu klaren wére, wie sich die abstrakte Definition der Integration mit dem klassischen, aus der Analysis
bekannten Begriff, vertragt.

Betrachten M als m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit der Karte (1, U) in den Koordinaten y',..,y™, dazu den m-Simplex

o:=(DCR™ f:D— M,std)

mit f als Diffeomorphismus. Dann gilt fiir die m-Form
_ 81/} —1 1 m m
w= |gr o otp | -Fdy N---ANdy™ e A"M , F e F(M)

auf M:

F

o/w ) M (18)

~— N~
nach klassisches
Def. 3.4.9 Flachenintegral
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Verallgemeinernde Folgerung: Klassische Lebesque-Integrale von Funktionen bzw. Vektorfeldern iiber Flichen/Volu-
mina M (parametrisiert durch ¢ : U — M C R"), die in die Form

/F(yl,..,y") dy™...dy™ , F:U—R
U

gebracht werden kénnen, lauten in unserem Kontext dann

/(Foz/fl) dy' Ao N dy™

o

Erlduterung: Schreiben

/wd:d/f*w(gig)/[gr<?;§>0¢_lof} '(FOf)'det(giC;) det Ao N dx™
D D
Z/[gr(gz)ow‘lof] -(Fof)~det<g£;> dzb g™

D=(f"1oy)(U) / [gr (g;f) otp™lofoft O’(/}:| (Fofoftoq)-det (3]“
U

@(f_l o¢)> - det (8(f T/))) dy*...dy™

Beispiel: Fiir Vektorfeld F : R? — R3 und Fliche M = ¢ (U), U = [0, 7] x [0,27) parametrisiert durch Kugelkoordinaten
(9, ¢) = (sind cos p, sin ¥ sin @, cos )

wére klassisch
sin ¥ cos

/F dA:/Sinﬂ'(FO1/))(19,(p)~ sin ¥ sin ¢ dd dy
i cos ¢

und in unserem Kontext

sin ¥ cos ¢
/F dA%/sinﬂ~F~ sin ¥ sin ¢ dy N dp
I i cosv

3.4.13 Definition: Verallgemeinerung der Integrationsgebiete

Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, w € A¥M eine k-Form auf M, U C R* eine beschrinkte Menge, ausgestattet
mit ¢ : U — M und einer Orientierung. Dann schreibt man

[on [
U U
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Bemerke:
e Im Falle dass (U, 1, ¢) ein k-Simplex ist, geht diese Definition in die alte {iber.
e Der Rand 9U = (9U, MaU’ ¢’) von U bildet sich analog zu den Simplizes.

3.5 Differentiation auf Mannigfaltigkeiten
3.5.1 Satz iiber die Integration auf Réndern

Es sei w € A*M eine k-Form auf der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit (M, ). Zu Vektoren &, .., &,y € T M betrachten
fiir ¢ > 0 das Parallelepiped

ell := {@_1(1‘) + 5/\1d<p_1(fl) + -+ 6)\k+1d§0—1(§k+1) ’ Ai € [0, 1]} CcR"

als (k + 1)-Simplex, mit ¢ : eIl — M und Standard-Orientierung. Dann existiert eine eindeutig bestimmte (k + 1)-Form
Q € A**1M so dass fiir beliebige &1, .., &pp1 € T M gilt

/ w=e"10(&, .., &p1) + O

Oell

Beweis: Siehe Satz 3.5.4.

Bemerke: () hingt nicht von der speziellen Karte ¢ ab!

3.5.2 Definition: dw

Es sei w € A*M eine k-Form auf der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit (M, ¢, x?). Dann definiert man die (k + 1)-Form dw
als die eindeutig bestimmte (k 4+ 1)-Form dw, fiir die gilt:

V&1, &y € TpM - / w=e"dw(éy, .., &r1) + O(EFT)
eIl
mit
el := {7 () + ehdp™ (&1) + -+ + eXppade ™ (&rra) | N €[0,1]}
(vgl. Satz 3.5.1).

3.5.3 Lemma: Wedgeprodukt und aufiere Ableitung
Es seien w® € A*M und w! € A'M Formen auf M. Dann gilt

d (WP Awh) = (dw”) Aw' + (=1)Fwh A dw!

3.5.4 Satz: Darstellung von dw
Fiir k-Form w € A*M auf Mannigfaltigkeit M mit der Darstellung

w= Z iy i AT A A d

ist

dw = Zdah,u,ik A d{L‘il A--- A dxlk (19)
el

Bemerke: Fiir 0-Form w € A°M ist dw dann genau die 1-Form, die nach Definition 3.2.15 dem skalaren Feld w € F(M)
entspricht.
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Beweis: Betrachten zuniichst die 1-Form w = adz® auf der 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit (M, o, z*), dazu Vektoren
&,n € T, M und Parallelepiped eIl (vgl. Satz 3.5.1).

Abbildung 9: Zum Beweis von Satz 3.5.4. Griine Pfeile sind
positiv orientierte Basis in der jeweiligen Facette (violett).

Dann ist mit
Coi=dp ¢, mpi=dp ',y =@ (2)

der Abbildung zur entnehmen:

el 2([0,e], 0,¢] 3 ¢ &5 (xy + t€,), std)
+([0,¢], [0,e] > ¢ LY oz, +eny), std)
+([0,¢], [0,e] >t I3 oz, +en, +€€y,), std)

+([0,¢], [0,e] 3t & p(a, + 28, + t,), std)
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und somit

4 4
w = = (aofy)- fi*d:r1 /(aofl fLdt
Je=x [ e E/ﬁ S [@os grar=3
0Oell =L([0,¢], f1.5td) [0,€] or} [0,€]

Orientierung Orientierung

:/E {atetar 160+ ateta, ven v teon | e+ atolos +ego ) S atelog + )] at ) a
0

g

Taylor 6 a 8 a
¥ / a(z) + (é'a:(p) t&, —a(z) — % (eny +t&y) éﬂ, + /(’) (||t§¢||2 + |leny, + t@H?) dt
0 T T 0
[ dla dla r
+ [ o+ B2 et + ) - ale) - 252 tw] wbdis [0 (It +on ) + en, )
0 Fe Fe 0
[ o) d(ayp)
:/ [— O i E'I]<pf<’la + W i 5&07’}39 dt + () (53)
0 w hada}
[ [ o) d(ay) d(ay) d(ay)
[ Ad e - 2| e et 22| ] a0
0 @ ] @ Cp
dla [
= éa:f) [éwnw f o] /6dt +0 (%) =& -dandz' (&n) + O (&)
Ty _/—/
da?Adzl(€m) O

dandz! (£,m)

das heift da A dzt = dw.

Bemerkungen:
e Der allgemeinere Fall w = a(z1,22)dz? ist analog.
e Auch der Fall a(x,...,x,) wire analog.
e Aufgrund der Linearitiit gilt Behauptung auch fiir allgemeine 1-Formen (Darstellung durch die dx?).

e Mit Lemma 3.5.3 folgt die Behauptung fiir allgemeine k-Formen.
O

3.5.5 Satz iiber die Aufiere Ableitung von k-Formen
Es sei w € AFN eine k-Form auf N. Dann gilt:

1. Fir f: M — N ist f*(dw) = d(f*w)

2. ddw = 0 (folgt aus 90s = 0 fiir k-Kette ).

3. Ist U eine Untermannigfaltigkeit von M so gilt

d (w|TU) = (dw) ‘TU
(folgt aus Definition von dw)
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3.5.6 Satz von Stokes
Es sei s eine (k + 1)-Kette und w € A¥M eine k-Form auf M. Dann gilt:

-1

Beweis: Wegen Linearitét geniigt es den Satz fiir (k + 1)-Simplex zu zeigen. Betrachten zuerst (k + 1)-dimensionales
Parallelepiped, 0.B.d.A das Rechteck II aufgespannt durch die Vektoren &y, ...,&6k+1 € T, M, wobei wir diese mit deren
entsprechenden dy~'¢; identifizieren. Nach Definition von dw ist

2

Jo=tot@nsmn +0 (Il + -+ lgeal?) | (21)

oIl

Teilt man nun IT in N*+1 Teilrechtecke II;, | = 1,.., N**1 auf (jeweils Ursprung x;), jeweils aufgespannt durch {%fi}f:f

(vgl. Abbildung 10)

AT
&2 o
o
o
o
o
o
o
o
o
B
T
B
[
]
o
=

Abbildung 10: Zum Beweis vom Satz von Stokes

so erhélt man nach Anwenden von Gleichung 21 auf I;:

1 =
/ w = ﬁdw(azz) (€15 &1) + O {N’““ [HleQ +ot ||§k+1||2} }

oI,
LN ()
= S | Do dw(@) (€ G + O(1) =Z/w (1) /w
=1 1

oIl oIl

(¥) : Uber jede innere Facette wird doppelt, jedoch jeweils mit unterschiedlicher Orientierung integriert

Durch Grenzwertbildung N — oo geht die linke Seite iiber in das Integral / dw, so dass die Aussage zunéchst fiir Parallel-

I
epipede gezeigt ist. Da jedes Polyeder D in Simplizes S; zerlegt werden kann, fiir die analog zu (*) gilt

Y oM B E

v as; oD

geniigt es, den Satz nur noch auf Simplizes zu verallgemeinern. Tatséchlich sind Simplizes diffeomorph zu Parallelepipeden.
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Es sei also o0 = (S,p: S — M,¢;) ein (k+ 1)-Simplex, 7 = (I, po f : Il — M, e, ) ein (k + 1)-Parallelepiped-Simplex und
f:II — S ein Diffeomorphismus, mit f(int(IT)) = int(S) und fiir jede Seite S von II ist

e entweder f(Sp) in einer Seite Sg von S mit dim Sg < k (und somit dim Sy < k)

e oder f(int(Sm)) = int(Ss) fiir Seite Sg von S

/w(S'ill)/w:/dw:/dw

oS oIl II S

Dann gilt nach Satz 3.4.11:

O

Bemerkung zum Beweis: Der Beweis lief scheinbar so einfach ab, da die Definition (3.5.2) von dw genau so gewéhlt
wurde dass der Satz von Stokes asymptotisch gilt!

3.5.7 Spezialfall: Newton-Leibniz Integralformel
Fiir differenzierbare f : R — R und a,b € R ist

b
JEGESHCRNG
Erlduterung: Fasst man f : R — R als 0-Form auf R und ([a, b], Id, —) als Kette auf, so ist df das {ibliche Differential und
[z [ r=-s@+ 5w

[a,b] Ola,b]

Bemerke die unterschiedliche Orientierung der beiden 0-Simplizes {a} und {b}.

3.5.8 Spezialfall: Greensche Formel
Fiir differenzierbares Vektorfeld (F!, F?) auf R? und Menge? Q € R? gilt
F! F?
/(3 8) det da? = /dexl + Fldz?

Ozt Ox2
a0

Erldauterung: Es sei 0.B.d. A Q diffeomorphisch beschrieben durch einen einzigen 2-Simplex o = (5, f : S — , standard or.).
Betrachtet man die 1-Form w := F2dz! + Fldz? auf R2, so folgt nach Stokes

/FQd.Z'l—f—Fld.’I}Q %/del‘l +F1d$2 Stg{es/d(FQd{Ill—‘rFldJP) :/|:dF2/\d$1+dF1/\dl‘2:|
o0 oS S S
[OF?

OF? OF*! OF!
1 1 2 1 1 2 2 2| _
kS dx ?dm +ax2dx Adx' + &Cldx Adz? + 92 dz? A dx ] /

S

L

Il

[OFY  OF? 1,9
/ _78331 - 8$2:| dz* dz
Q

2Zerlegbar in endlich viele, zu Polyedern diffeomorphe, Mengen
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3.5.9 Kelvin-Stokes Theorem
Es sei F = (F!, F? F?) ein differenzierbares Vektorfeld in R3, dazu Fliche Q C R®. Dann gilt

/rothQ:/FdF

Q o0

Erliuterung: Mit w := Fldz' + F?dz? + F3dzx3 folgt analog zu vorhin die Behauptung.

3.5.10 Satz von Ostrogradski-Gaufs
Fiir differenzierbares Vektorfeld F = (F!, F2, F3) in R? und Ketten-zerlegbare Menge V' C R gilt

/diVFdV:/FdA

\4 ov

Erlduterung: Identifizieren wir den rechten Integranten F dA mit der 2-Form
F dA = F'dz? A da® + f2da® Adat + f3dat A da?

und

OF*
ox?

divF dV = da' A da® A da®

so folgt analog zu vorhin die Behauptung.

3.6 Fluss
3.6.1 Definition: Vektor (Def. 3)
Es sei a € M ein Punkt auf der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Dann heift eine R-lineare Abbildung X, : C*(M) — R
mit
Xao(f - g9) = Xa(f) - g(a) + f(a) - Xa(g)

(Leibnitz Regel) Tangentenvektor oder einfach Vektor auf M im Punkt a. Man schreibt analog zu vorhin X, € T, M.
Bemerkung: Mann lisst allgemein auch X, : C*(U) — M fiir eine Umgebung U > a zu.

3.6.2 Definition: Vektorfeld
Eine R-lineare Abbildung X : C*°(M) — C*° (M) mit
X(fg)=X(f)-9g+f X(9)

heifit Vektorfeld auf M. Man schreibt X' fiir den F-linearen Raum aller Vektorfelder auf M.

3.6.3 Lemma iiber Vektoren und konstante Funktionen
Es sei X, € T,M ein Vektor (nach Def. 3) und C' € R. Dann gilt

X, (C)=0
Beweis: Wegen Linearitéit geniigt es die Aussage fiir C' = 1 zu zeigen:

Leibnitz

Xo(1) = Xo(1-1) Xo(1) 141 Xo(1) = 2X,(1)

O
Bemerke: Aus dem Beweis ist ersichtlich dass Vektorfelder ebenfalls diese Eigenschaft besitzen!
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3.6.4 Lemma iiber Vektoren und Funktionen mit df =0
Es sei X, € T,M ein Vektor (Def. 3), X ein Vektorfeld und f € C>°(M) mit d,f = 0. Dann ist X,(f) = 0 und X (f)(a) = 0.

Beweis: Betrachten das ganze in Karte 1) mit Koordinaten x*. Wegen

ist

1
inearita 0
Xo(f) Mt x +ZX (z' —a’ / .
0

0
nach
Lemma 3.6.3

[

+Z X, gi [a+tz —a)] dt

1
Leib:nitzZXa{(xi_ai)}./ax o+ t(z — a)]
i 0

da dafzo

o

=0

Aus dem Beweis ist ersichtlich dass auch X(f)(a) = 0 gilt.
O

3.6.5 Folgerung: Lokalitdt von Tangentenvektoren

Es sei X, € T, M ein Tangentenvektor (Def. 3) und f € C*°(M). Dann hiéngt X,(f) nur vom Differential df am Punkt a ab.
Das heiftt: Sind f, g € C*>°(M) zwei skalare Felder mit df|a = dg|a, so ist

Xa(f) = Xa(9)

Beweis: Nach Lemma 3.6.4 gilt wegen d,(f — g) = 0 entsprechend:

(3.6.4)

0 Xa(f = 9) = Xa(f) = Xalg)

3.6.6 Folgerung: Lokalitidt von Vektorfeldern

Es sel X : C*(M) — C°>°(M) ein Vektorfeld auf M und f € C*°. Dann hingt X (f)(a) nur von dem Differential df in a ab.
Das heift: Fiir Funktionen f, g € C*°(M) mit d, f = d,g ist

X(f)(a) = X(g)(a)

Beweis: Analog zu Folgerung 3.6.5.

Bemerkung: Fiir gegebenes Vektorfeld X : C*°(M) — C°>°(M) macht es Sinn sich X als Funktion vorzustellen, die (auf
natiirlicher Weise) jedem Punkt a € M einen Tangentenvektor (nach Def. 3) zuordnet, gemésf:

Xa(f) = X(f)(a)

Dass X, tatséchlich ein Tangentenvektor ist, ergibt sich unmittelbar aus der Definition von Vektorfeldern. Anderseits ist
natiirlich X durch die Vorgabe der X, fiir jeden Punkt a € M, eindeutig bestimmt>.

3 Allerdings gehért nicht zu jeder Schar {X,}acas ein Vektorfeld (vgl. C*°-Bedingung)
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3.6.7 Aquivalenz der Vektor-Definitionen

Zu kldren wiére, inwiefern die neue Definition (3.6.1) zu den alten Definitionen (3.1.6) und (3.1.7) dquivalent ist. Dabei ist die
Aquivalenz so zu verstehen, dass ein bijektiver, kommutativer Zusammenhang zwischen den jeweiligen Definitionen existiert

(vgl. Abbildung 11).

Abbildung 11: Zur Aquivalenz der Vektor-Definitionen

Dabei geniigt es die Aquivalenz von Def. 2 und Def. 3 zu zeigen (vgl. 3.1.8). Gegeben sei ein Vektor [y] € T, M nach Def. 2,
das heifit insbesondere v(0) = a. Dann setzt man

= 2l

fiir f € C>°(M). Dies ist tatséichlich ein Tangentenvektor, denn

Xa(f) (22)

klassisch d

Efits 4 { f@@)} = X.(f)gla) + f(a)Xa(g)

t=0

Xa(f9) = 5[ 10960

0O+ £60) % a0 0)]
T f

t=0

R-Linearitit gilt aufgrund der Linearitiat der Ableitung. Wohldefiniertheit ist gewéhrleistet, denn fir [y] = [¢] € T, M ist

o)

(¢ :Karte) fiir beliebiges f € C*°(M). Aus letzter Rechnung wird auch die Eineindeutigkeit dieser Zuordnung ersichtlich:
Sind [v] # [¢] so sind auch die resultierenden X, X unterschiedlich.

- &[]

= d) S ) | D gD )

= e @)

t=0 t=0 t=0 t=0 t=0

Es bleibt noch zu zeigen: Diese Zuordnung ist surjektiv*. Sei also X, € T,, M ein Tangentenvektor nach Def. 3 und f € C>=(M).

Setzen wir 5 .
Fm sy + 32 200D

Stl’i

N Y

S0 ist

a(f —f)=0

woraus nach Lemma 3.6.4 folgt:

- Xa(a') (23)

Xa() "2 Xu(F) = Xal (@) +Zxa{ T
0 7

N0
w<a>x} zi:af”a

const

4Jedem Vektor nach Def. 3 ist also ein (passender) Vektor nach Def. 2 zuzuordnen.
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(vgl. Lokalitdt von Tangentenvektoren in Abschnitt 3.6.5). Betrachtet man nun die Kurve v : R — M mit

V() =07 e) + - (Xa(@h), ., Xa(a"))
so ist [y] € ToM genau der dem Vektor X, nach Def. 2 entsprechende Vektor, denn dann ist genau

N ar Ay 0t
—o - ozt dt |,_, - oz’

HIC0)

Xa(z") = Xa(f)

Bemerkungen:

e Zu erkennen ist dass X, € T, M (Def. 3) in Def. 1, Karte (v, x%), die Form
Xo 2 (Xa(2'), .., Xo(2™) = dp™ 1 (X,)
annimmt.

e Man schreibt X, auch oft in der Form

0
Xa=2 Xigo

a

, , 0
mit den Komponenten X! := X,(2*) und den Koordinatenvektoren Freia O0yi = 0O
T
of
Opi f = -
i = |

Bemerke dass die 9, per Konstruktion eine Basis in T, M bilden, insbesondere linear unabhéngig sind.

e Analog schreibt man auch fiir Vektorfelder

.9 , 4 0 0
X=X X=X, gn(f) = ke cx ()

e Aus der Darstellung in Gl. 23 ist ersichtlich

of

o X (24)

X () = df(X) =

Def. 3

e Hinsichtlich dieser Analogie schreibt man fiir eine Kurve v auf M oft 4(¢) fiir den durch v am Punkt ~(t) erzeugten
Tangentenvektor:

. o i
$0f = 2 100)
Dieser hat die Komponenten )
O =40 = F (1) =50
——r
[y ()]

e Die Handhabung mehrerer Definitionen fiir Tangentenvektoren bringt mit sich sowohl Vorteile als auch Nachteile. Je
nach Situation kann die eine oder andere Variante bevorzugt werde. Im Nachhinein sollte jedoch eine entsprechende
Interpretation bzgl. der anderen Definitionen mdglich sein.
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3.6.8 Darstellung von k-Formen

Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit der Karte ¢ in Koordinaten 2. Dann sind die Koordinatenformen dx?
genau die Dualen zu den 0,:: . 4
dz"(0ys) = &5

denn nach obigen Uberlegungen besitzt 0,; in Karte ) genau die Darstellung

e

Ori

Jede k-Form w € A¥M besitzt somit die Darstellung
. . 1 ) ] . .
w = wil...ikd-TZl ® - @dz' = Ewh...ikdl‘“ A Ndatt = Z wilmikdxZl A Ndat® (25)
’ i1 <..<ip
mit den Komponenten
Wiy gy = W (8x11 PR 761%)
3.6.9 Definition: Lie Klammer

Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Man definiert die Lie-Klammer (oder Kommutator)
[ ] : XxX =X
als die Abbildung, die Vektorfeldern X,Y € X das neue Vektorfeld [X,Y] € X zuordnet, geméf

(X, Y)(f) = X(Y(f)) = Y(X(/))

Man schreibt:
[X,Y]=XY -YX

und sagt X und Y kommutieren, falls [X,Y] = 0.

Behauptung: [X,Y] ist tatséchlich ein Vektorfeld.

Beweis: R-Linearitét ist klar. Die Leibnitz-Regel ergibt sich durch direktes ausrechnen:
def

[X,Y](fg) = XY(fg) - YX(fg) = (XY [flg+ (XYg)f - (YX[f)lg— (YXg)f

=(XYf-YXflg+(XYg—-YXg) f=g[X,Y](f)+ f[Y,X](9)

3.6.10 Darstellung der Lie-Klammer

Fiir Vektorfelder X,Y lésst sich schreiben _
(X, Y]=[X,Y]"0;

mit den Komponenten

Yt 9XE_
it _yi
oxJ OxJ

X, Y] =[X,V](2) =XY' - VX' =) [X

J

(vgl. Bemerkungen in Abschnitt 3.6.7).
Bemerkung: Obere Darstellung wird oft als Definition von [-, -] verwendet.
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3.6.11 Eigenschaften der Lie-Klammer
Fiir Vektorfelder X,Y, Z € X, skalar a € R und Feld f € C>(M) gilt:

Antisymmetrie: [X,Y] = —[Y, 7]

R-Bilinearitit: [X,Y + oZ] = [X, Y]+ a[X, Z]

Jacobi Identitat: [X,[Y,Z]] +[Y,[Z,X]]+ [Z,[X,Y]] =0
Quasi-Linearitéat: [fX,Y]=f[X,Y]—-(Yf) - X

3.6.12 Lemma tiiber die Lie-Klammer von Koordinatenvektorfeldern

Es sei M eine Mannigfaltigkeit in den Koordinaten z?. Dann gilt:
[aa:ivawi] =0V Za]
Beweis: Nach dem Satz von Schwarz gilt

Ol f—00f—0.0f— 2 0 9 Of _
[auay]f = azayf 3Jazf T Ozt Oz Oxi Oxt 0

fiir alle f € C>(M).

3.6.13 Lemma iiber Vektorfelder und Koordinaten

Es sei M eine Mannigfaltigkeit in den Koordinaten z*, darauf Vektorfeld X. Ist [X, d,:] = 0, so hiingen siimtliche Koordinaten
von X nicht von der Koordinate z° ab.

Beweis: ‘ A _ A
0= [X, 81} = [Xjaj,ai] =X’ [8],82] *(81Xj) . 8j = &XJ =0 V]
0
(3.6.12)
O]

3.6.14 Definition: 1-Parameter Gruppe von Diffeomorphismen

Eine 1-Parameter Gruppe von Diffeomorphismen oder I1-Parameter Diffeomorphismengruppe oder 1-Fluss auf M ist eine
differenzierbare Abbildung
o MxR— M, (x,t) — p(z,t) = ps(x)

mit:
e ©;: M — M ist ein Diffeomorphismus.
e oo =1d
® Ps+t = Ps O Pt
Bemerkungen:
e Eine 1-Parameter Diffeomorphismengruppe ist als Menge {¢;},.p eine Gruppe bzgl. der Verkettung ¢, o ;.

e Die Abbildung 7 — ¢, stellt einen homomorphismus von (R, +) in die Gruppe ({g@t}teR , O) dar.

Beispiel: Die Familie ;(z,y) := (x +t,y), t € R ist eine 1-parameter Diffeomorphismengruppe auf M = R2.
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3.6.15 Definition: Lokale 1-Parameter Familie Diffeomorphismen
Eine lokale 1-Parameter Familie von Diffeomorphismen oder lokaler 1-Fluss ist eine differenzierbare Abbildung
p:V—->M,VC MxR

wobei V so geschaffen ist, dass fiir jeden Punkt z € M ein Intervall I, := (—¢,¢) C R, € > 0 existiert, mit {z} x I. C V, und
gilt:

o v, : U — image%(U ) ist Diffeomorphismus, falls sinnvoll.
M

[ ] QO() = Id
o vsit = s 0y (falls sinnvoll)
Bemerke:

e Eine lokale 1-parameter Familie von Diffeomorphismen ist keine Gruppe. Sie ist insbesondere nicht abgeschlossen bzgl.
der Verkettung.

e Spiter werden wir zu (lokalen) 1-Fliissen einfach Fluss sagen. Ein vollstindiger Fluss ist dann ein 1-Fluss.

Beispiel: Betrachten die 2-dimensionale Zentrum-lose, offene Kugel M := B¢ \ {0}, darauf die Familie

th(ra 90) = (T +4, 90)

(radiale Stromung). Fiir jeden Punkt 2 € M existiert eine Zeitspanne I. so dass ¢, (z) fiir 7 € I. definiert ist.

e

Abbildung 12: Zur lokalen 1-parameter Familie Diffeomor-
phismen auf BY \ {0}. Blauer Bereich ist Definitionsgebiet
von ¢.

Fiir Zeiten 7 > 1 ist ¢, nirgends mehr definiert (alle Punkte sind rausgestromt).

3.6.16 Definition: Integralkurve

Es sei X ein Vektorfeld auf M. Dann ist y : (a,b) — M eine Integralkurve zu X, falls y(t) = X ).
Bemerke: Ist v: (a,b) — M eine Integralkurve zu X, so ist auch

v(t+c¢):(a—c,b—c)— M, c: const

eine integrale Kurve zu X. Nennen I'x die Menge aller Integralkurven zu X.
Bemerke: Man erlaubt auch a,b = Foo.
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3.6.17 Definition: Vereinigung von Integralkurven

Es seien v : (a,b) — M, 7(a,b) — M Integralkurven zum Vektorfeld X, mit
V(s) =7(t)
fiir geeignete s,t (0.B.d.A s —a >t — a). Dann definiert man die Vereinigung
YUF:(a,b)U(@+s—t,b+s—t) — M

geméfs
(YU (1) :=

Bemerke: v U 7 ist auch Integralkurve zu X.

Abbildung 13: Zur Vereinigung von Integralkurven

3.6.18 Definition: Maximale Integralkurve
Eine Integralkurve v € I'x heifst mazimal falls fiir alle Integralkurven 4 € T'x gilt image(y U %) = image(y).

3.6.19 Satz iiber maximale Integralkurven

Es sei X ein Vektorfeld auf M. Dann existiert fiir jeden Punkt € M genau eine maximale Integralkurve v € I'x durch z:

VeeM:3J yelyx:v(0) =z A 7 maximal

Beispiel 1: Fiir M = R?, X =9, = (1,0) ist fiir jeden Punkt (z,y) € R? die Kurve
Ve () :=(x+ty) , teR
die zu x gehorige maximale Integralkurve.
Beispiel 2: Fir M = By, X =0, ist
V) (t) = (x+ty) , te (— 1—y2+z, V1—92 —x)

die in (z,y) € By maximale Integralkurve.
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Abbildung 14: Zu maximalen Integralkurven in BY

3.6.20 Satz: Existenz und Eindeutigkeit von Integralkurven
Es sei X € X ein Vektorfeld auf M und x € M. Fiir Integralkurve v € I'x gelte in Karte (1, 2%):

d,yz 1 .

Diese hinreichende (und notwendige Bedingung) an «y entspricht einer gewthnlichen Differentialgleichung in den Komponenten
von . Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f existiert in einer Umgebung U von x genau eine Lésung
des Anfangswertproblems v(0) = z. Zu jedem Punkt z € M gibt es also lokal genau eine Integralkurve v € T'x, v(0) = x (bis
auf Definitionsgebietseinschrinkungen). Die durch = gehende maximale Integralkurve ist die Losung des AWP mit maximalem
Definitionsgebiet.

3.6.21 Zusammenhang zwischen Vektorfeldern und 1-Fliissen

Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in der Karte (1, z%). Dann ist jedes Vektorfeld X € X #quivalent zu einem
lokalen 1-Fluss ¢ auf M.

Erlduterung: Zu lokalen 1-Fluss ¢ : V — M definieren das Vektorfeld

d

Xa(f) = = f (pi(a))

M (M
pr ,a€M, felC>™(M)

t=0

(nach Def. 3). Dies ist tatséchlich ein Vektorfeld: Linearitdt und Leibnitz-Regel folgen aus dquivalenten Eigenschaften der
Ableitung. Alternativ wéren

Xao = [pe(a)]
bzw. J
Xoo= g 07 ]|

die dquivalenten Vektoren jeweils nach Def. 2 und 1.

Sei umgekehrt X € X ein Vektorfeld auf M, und zu jedem Punkt z € M sei v, € I'x die maximale Integralkurve durch «
(vgl. 3.6.20). Dann ist der durch

i) =72 () (27)

definierte Fluss der zu X entsprechende (lokale) 1-Fluss (vgl. néchsten Satz 3.6.22).
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3.6.22 Satz iiber 1-Fliisse

Es sei X ein Vektorfeld auf M und (z,t) — ¢(z) der durch X induzierte lokale 1-Fluss (vgl. 3.6.21 Gl. 27). Dann ist ¢
tatséchlich ein (lokaler) 1-Fluss. Insbesondere:

1. Es gilt: ¢ 0 s = 4 falls sinnvoll.
2. Die Abbildung (z,t) — p¢(x) ist glatt und definiert auf offener Teilmenge von M x R.

3. Ist M kompakt (Erinnerung: M war metrischer Raum) so ist ¢; : M x R — M, das heifst ¢ ist vollstéandig.

Beweis:

1. Es seien sowohl ¢y 5 als auch ¢; (¢s(2)) sinnvoll. Dann ist ¢ (¢s(x)) als Funktion von ¢ genau die (maximale) Integralkurve
zu X durch ¢, () mit

1 (ps(2)) [, = #s(@)
Andererseits hat aber auch ;¢ diese Eigenschaften: Zum einen ist
<Pt+s(33)’t:0 = @s(z)
und zum anderen ist ;4 4(x) tatsichlich Integralkurve zu X:

d d d
a@ws(m) = ﬁ%(t + )= A1 s) Ya(t +8) = Xo, (¢4

Aufgrund der Eindeutigkeit solch einer Integralkurve (vgl. 3.6.20), ist p:(ps(z)) = @iqs(x).
Bemerkung: Somit ist insbesondere ¢; ein lokaler Diffeomorphismus, mit ¢, V= 44, denn

prop_t =it =po =1d
2. Nach der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen, hingt die Losung des AWP
= f(u,t) , u(to) =wuo

im Falle das f glatt ist, in einer Umgebung von (ug, tg) ebenfalls glatt von (ug, tp) ab. In unserem Fall (Karte ¢, Koordinaten
2%, mit oy (x) = v,(t) (lokal) als Losung des AWP

in Karte
Do) L G0, A20) £ (KO, X)), %(0) a

héngt v, (¢) in einer Umgebung von (z,t) glatt von ¢ und z ab.

3.6.23 Beispiel eines Flusses

Betrachten den R?, darauf das Vektorfeld

-z
X(z,y) :< y )

Gesucht ist der zu X gehorige Fluss ¢ : R? x R — R. Dabei 16st ¢;(z9) das Anfangswertproblem

— ¥ (z0,Y0)
@?(l‘o’fyo)

ei(2,y) = ( x;; )

d
@@t(fﬁo;yO) = Xy, (z0,50) = ( ) oo, %0) = (o, y0)

Somit ist

54



A o
Y
4
rr 7 g
if S/
< | -
\ P/ 7 4 b -1 .
i 1Pt Py
U e >
: R X
PIVN NN o
\\\': :i -
sl NN
TV v vy
\‘;

Abbildung 15: Darstellung eines Vektorfeldes, das den
Fluss ¢; erzeuge. Die Punktmenge U wird durch den Fluss
verschoben und deformiert. Bemerke dass deren Volumen da-
bei erhalten bleibt (vgl. Lemma von Liouville 2.3.3).

3.7 Lie-Ableitung
Es sei f: M — M ein Diffeomorphismus. Betrachten zu Vektorfeld Y das Vektorfeld df (Y) := Y/ definiert durch

Y/ =[df(Y)), = (daf)Ys , a€M
Ist nun speziell f = ¢, der Fluss bzgl. des Vektorfeldes X (vgl. 3.6.21), so ist
YPt = (dawt)Ya

Dabei hingt das (zeitabhdingige) Vektorfeld Y#* glatt von ¢ ab.

3.7.1 Definition: Lie-Ableitung

Es seien X, Y zwei Vektorfelder auf M und ¢; der lokale Fluss zu X. Dann definiert man die Lie-Ableitung LxY von Y nach
X als das Vektorfeld

d
LxY = — (Y7
X dt(tpt )t:O
wobei J J )
(LxY), = — Y“a’l; ‘ :{(dtago_t)Yta} =lim — |dy,(a)9-t (Yo, (a)) — Ya
(Vo) @ |Ge@e Vo) | = lin g lda@e (Vo) — Yol
fiir a € M.°

5In diesem Fall ist die Lie-Ableitung zukunftsorientiert. Manche Autoren verwenden auch eine alternative, vergangenheitsorientierte Definition

d
Lxw:= g(Yfft)
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3.7.2 Satz: Gleichheit der Lie-Ableitung und Lie-Klammer

Fiir Vektorfelder X,Y ist
LxY =[X,Y]

Beweis: Fiir Diffeomorphismus f : M — M und skalarem Feld g € C*° (M) ist

¥ (go ) = i) (9o 1) = Ly Ligo

o 8fiyjﬁ 6(f71)k zakygﬁ(ffl) _ Yk%(ffl)

71 N\ )
T Ot 8xk(f ) oxt 77 9k

=Y-1(9) = (Y(g)of!

Insbesondere also
Y9t (gowr) = (Yg)owp:

Durch Ableiten i erhalt man

t=0
d 0 0
— Yt (gop)| =Y (g0 0u) + 5-Y? (g0 pu)
dt t=0 8U v=u=0 au v=u=0
wo=Id d d d
= —Y¥- —Y = _—_Y¥-¢ YX
pr tzo(g) + o Y(gop) = - t:O(g) +YX(g)
RHS d
= Y9 ewd|  =X(¥(g)
t=0
und somit P
LxY = =YY% =XY-YX=[XY]
dt 0
O

3.7.3 Lemma iiber die Lie-Ableitung von Lie-Klammern
Es seien XY, Z Vektorfelder auf M. Dann gilt
Lx[Y,Z] = [LxY, Z] +[Y,LxZ]

Beweis: Folgt aus Jacobi-Identitat fiir Lie-Klammern.

3.7.4 Satz iiber Existenz paralleler Koordinaten

Es sei X ein Vektorfeld auf der n-dimensionale Mannigfaltigkeit M. Ist X, # 0 fiir einen bestimmten Punkt a € M, so
existiert eine Karte ¥ mit den Koordinaten 2' in einer Umgebung U, C M von a, so dass in dieser X = 0,1 ist. Diese
Koordinaten nennen wir zu X parallele Koordinaten.

0.B.d.A sei " (a) =0 und X! # 0 in einer bestimmten Karte (¢, 2%). Betrachten wir das Anfangswertproblem

Beweis:
7 (t) X«l@(afz(t)) #(0) 0
d | 72 - Xo@w) () 7 z?
def o] : ’ 2 I
v(1) Xi@w) 7(0) o
(&)
glatt
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fiir bestimmte 22, .., 2", so existiert nach Lindeldf eine eindeutige Losung fiir & die glatt von z2,...,2",t abhingt. Haben

somit eine glatte Abbildung

®:UCR” =R", (t,z2, .,
gefunden. Ferner ist ® : U, — ®(U,,) fiir geeignete Umgebung 0 € U, C U bijektiv, denn

2™ & & (1)

ozt ozt 97t 97!
5352 6:;; 3;3 ng Xé 00 ... 0
| _ | % e g o X2 10 ... 0
ot.a? oy | 1 : SN
93 osm gan pyes n
o 07 007 or" Xr 00 ... 1
0o Laplace
det | —————— Bace xl £
¢ (5(t,x2,..,x") 0) a?
Die Abbildung )
PYi=1pYod

ist also tatsichlich eine Karte in einer Umgebung U, = 1(U,) von a in den Koordinaten .
Behauptung: In diesen neuen Koordinaten ist X = ;1. Tatséchlich ist in U,, wegen

1 X; * 1 Xl
L 0 X5 x 0
d® (1,0,..,0) = = = :
0 X s . 0 X
entsprechend
dpH(X) =d (@ o) (X) =dd ody (X)) = d0 (X', X") = (1,0,..,0)
———
(X1,.,Xxm)
O

Bemerke: Die Glattheit von X spielt hier eine wesentliche Rolle, denn sie bewirkt dass sogar auf einer ganzen Umgebung
von a gilt X # 0. Ohne diese Sicherstellung wiirde ® nicht mehr bijektiv auf einer Umgebung sein.

Veranschaulichung: Ausgehend von der Fliche Agy := {:1:1 = 0} C M kann man in einer gewissen Umgebung U, von a,
durch den Fluss ¢X jeden Punkt = € U, erreichen:

r = ps(ao)
fiir geeignetes ag € Ap und s € R. Die dazu (eindeutige) bendtigte Zeit s entspricht dann genau der 1. Koordinate im neuen
Koordinatensystem, die Koordinaten z2, .., 2™ von ag den restlichen neuen Koordinaten (*). Tats#ichlich ist dann auch:

(;) g

t=s

gogilm)| = Sgopa))| =2 (gonla)

d
X:E = — = —
9= (gowpi(z)) @ ( . .

Abbildung 16: Zur Konstruktion paralleler Koordinaten.
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3.7.5 Fluss und Lie-Ableitung in parallelen Koordinaten

Es sei X # 0 ein Vektorfeld auf (M,,2") und 0.B.d.A X = 9,: (vgl. Satz 3.7.4). Dann ist der (lokale) Fluss ¢; von X
gegeben durch

(2t . 2"™) = (! +t,2%, .., 2") (28)
Fiir Vektorfeld Y ist dementsprechend
Yl
(a)
et d Lod | (0 -
(‘CXY)G = ad%(a)(p*t (Y%(a)) = at ( Oz :
t=0 vi(a) yn
we(a)
1 0 0 1 1
d o1 o [ Yo g [ Te 0 Y
E : t=0 ot : t=0 - '
0 0 1) \ Y pr(a) O Y
Wollen nun erneut zeigen:
(X,Y]=LxY
Da sowohl [+, -] als auch £¥ Koordinatenunabhiingig definiert wurden, geniigt es die Gleichheit in einem speziellen Koordi-

natensystem zu zeigen, es sei also 0.B.d.A X = 0,:. Dann ist

i (26) ;oY L 0X ] aY!
XY= Z [&(/ oxI Y Oz

N oxl = (LXY)l

i
28] _

axd

Bemerkung: Die obigen Aussagen bezogen sich stets auf die Punktmenge M7° wo X # 0 war. Fiir die Punktmenge
M=0 = {a € M : 3 Umgebung U(a) : X|U(a) = 0}

ist jedoch die Aussage ebenso klar, da sowohl [X,Y] als auch LxY verschwinden. Doch die Menge
M=y M7#°

ist dicht in M. Als glatte Felder, die auf einer in M dichten Menge iibereinstimmen, stimmen [X,Y] und LxY sogar auf

ganz M {iiberein.

M\ (M7 U M=)

Abbildung 17: Zum Beweis von [X,Y] = LxY
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3.7.6 Lemma: Kommutativitiat lokaler Fliisse

Es seien X # 0,Y Vektorfelder auf der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit (M, %) und ¢, o) jeweils der (lokale) Fluss zu
X und Y. Dann gilt:
(X.Y]=0 & ¢fop, =p o)

(falls sinnvoll).
Beweis: Sei [X,Y] =0 und 0.B.d.A X = 9,1 und n = 2. Dann ist nach Lemma 3.6.13
Vi = Vi, (29)
das heifit die Koordinaten von Y sind unabhiingig von x!. Fiir Punkt a € M (0.B.d.A ¢~!(a) = 0) erfiillt die Abbildung
@s =Y (t,0) — Y (0,0) In Koordinatendarstellung

das Anfangswertproblem

$o = (t,O)
d_, [d d C :
5% = | 75 oy (t,0) — £505Y(070) =Y, vu0 — Yoro0
Tatséchlich ist eine (und somit die einzige) Losung
¢s = (,0)
denn sie erfiillt den Anfangswert und
d (29) i i
70 = Yoree “Yeroo
——

Y(it,0)+¢g’(0,0)
Somit ist
o) 0p(0,0) = @) (£,0) = ¢ (0,0) + (£,0) = ¢;* o Y (0,0)

Bemerkung: Der Fall X = 0 wird analog zu Abschnitt 3.7.5 behandelt.
O

i X 6% 0 ¢ (a)

>,
T 86X o oY (a)

!

Abbildung 18: Zur Kommutativitdt der Fliisse zweier Vek-
torfelder im Fall [X,Y] =0

Die Umkehrung folgt durch

d d 9 9 d 0
X,Y], g=Xo|—gopl | —Vo|—gopX| == Zgop) opX _9 X oY —0
[(X,Y], g {dtgosot} {dsgws} s 90 0¥t ova (a) b atasgo%is%(a) b
Pt 0P
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3.7.7 Satz: Existenz paralleler Koordinaten (Verallgemeinerung)
Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und X1, .., X} Vektorfelder mit
[Xi, X]] = O

und X, .., X}, linear unabhingig in einem Punkt a € M. Dann existieren Koordinaten p', .., p*, .., p" in einer Umgebung
U, C M so dass
~—

Sa

Beweis: Betrachten eine beliebige, zu den {X;_} transversale, (n— k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit, das heifst mit ei-

nem Tangentialraum in einer Umgebung von a linear unabhéngig von den X;. Dies ist mdoglich, da man zu den X;, stets einen

Satz linear unabhéngiger Vektoren Y(x41),, ., Yn, € ToM und eine Untermannigfaltigkeit M™% c M mit Y, € T,M"*
Sa

(und somit T, M™% = span{Y;,}) finden kann®. Die Vektoren Y;, konnen auf M"™~* lokal fortgesetzt werden und bleiben

aufgrund ihrer Stetigkeit auch in einer Umgebung von a weiterhin linear unabhingig zu den Xj;.

a’

Auf M™% seien die Koordinaten py41, .., pn in einer Umgebung U, von a definiert. Betrachten wir die Abbildung
D:(—ep,.61) X X (—ep,ep) XUy = M
definiert durch
s p) = gt 007 (D)
~beU,
(vgl. Satz {iber Kommutativitiit von Fliissen 3.7.6) mit den Fliissen X zu den Vektorfeldern X;, so ist ® (lokal) bijektiv,

denn wegen

d.®(0,..,0,1,0,..,0) = X;

la

d,®(0,..,0,0,.,0, 1 ,0,.,0) = ss
T ——
k47 €T, Mn—Fk

bildet d® n linear unabhéngige Vektoren auf n linear unabhéngige Vektoren ab, ist also nicht ausgeartet. Somit existiert o1
und in einer Umgebung U, C M von a kann man jedem Punkt b eindeutig die Koordinaten p!, .., p” zuschreiben:

plv"apn:ﬁaHRn7 (p]"”7pn) ::(1)71

In diesen Koordinaten gilt nun
Xi=0, ,i=1,..,k

denn J
X, (07) = = p? 0 i (D) l,_,=0ij , be Uy, i=1,..k j=1,.,n
dt —212 > 2't=0
t8:5+p7 (b)
O

3.7.8 Definition: Lie-Ableitung von Differentialformen

Es sei X ein Vektorfeld auf M, o; der zu X lokale Fluss und w € A*M eine k-Form auf M. Dann definiert man die
Lie-Ableitung von w geméf

d .
Lxw = 7 (p;w) |t:0
das heifst J
(LXw)a(Eh agk) = % [wzpt(a) (daSDtgla -wda@tgk)] |t:0

L xw ist somit wieder eine k-Form auf M.

61dentifiziert man die Vektoren Y;, bzw. X;, mit ihrer Darstellung im R™, so ist dies leicht zu akzeptieren.
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Beispiele:

e Es sei X = 0,1, dazu 1-Form w = w;dz’. Dann ist

_d o, (16) d Opi|
(Ex)e = 5 G0y G |rownlen 52| aat]|
~——
H

; d ; 8wi i

= [(wi o @t)d:ru ’t:O == [wi © vi(a)] ’t:O dxt = 9l dx
Xw;
e Fiir 0-Form f € C>*(M) ist
Lxf=df(X)=Xf (30)
denn
d d

(Lxfla= G (0ialimo = g (Fo@u(@) ],og = Xaf

3.7.9 Eigenschaften der Lie-Ableitung
Es sei X ein Vektorfeld auf M.
1. Die Operation Ly : AKM — A¥M ist R-linear.
2. Die Operation X — Lxw ist R-linear in X.
3. Fiir Differentialformen w® € A*M, w! € A'M ist
Lx(w*®wh) = (Lxw*) @+ @ (Lxw!)

und
Lx (W Awh) = (LxwP) Al + WP A (Lxwh)

4. Fiir skalares Feld f € C*> und Vektorfelder X, Y ist
Lx(fY)=(Lxf)Y + f(LxY)

und
LixY = fLxY + (Lyf)X

5. Fiir skalares Feld f € C* und Differentialform w € A¥M ist
Lx(fw) = (Lxflw+ f(Lxw)

und
,Cfxw = fLxw+df Nixw

6. Fiir skalares Feld f € C* und Vektorfeld X ist
Lxf=Xf

3.7.10 Anschauliche Interpretation der Lie-Ableitung

Betrachten eine Flussstromung (~ ¢; bzw. ~ X), dazu ein Teilchen dass sich durch deren Einfluss auf dem Wasser fortbewegt.
Der Raum sei ausgestattet mit einem Vektorfeld Y (z.B. Magnetfeld der Erde). Aufgrund der Bewegung des Teilchens, sieht
das Teilchen ein sich sténdig &nderndes Feld Y. Die Lie-Ableitung

d@t SO*tYAPt -Y

LY = iy S

ist genau die zeitliche Anderungsrate des vom Teilchen beobachteten Feldes.
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3.7.11 Lemma: Leibnizregel fiir Lie-Ableitung von Differentialformen

Es seien X, Y7, ..,Y) Vektorfelder auf M und w € A*M eine 1-Form. Dann gilt die Leibniz-Regel:

Lxw(Y1,.,Ys) = (Lxw)(Y1,., Vi) + Y w1, ., Yio1, LxYi, Yigr., Vi)
—_—— p
ece
Beweis: Betrachten nur Beweis fiir Fall k = 1. Sei w € A*M und X # 0 ein Vektorfeld mit Fluss ¢;, 0.B.d.A X = 9,.7.

Dabei besitzt w die Darstellung '
w=widx' , w; € C™

Somit ist fir Vektorfeld Y:

Lxw) = L) v)=2 { d i(Y)} Wip | iy, by
Xw = — = —|w x = —= Wy —
dt % dt | =]l dt | Yt
Ye,
ow; 0 ;375
= G XL gy O N (Lxw)Y +w(LxY)

Der Fall X = 0 folgt dhnlich zu Abschnitt 3.7.5. O

3.7.12 Folgerung iiber Koordinatenabhingigkeit von k-Formen

Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in den Koordinaten x* und w € A¥M eine k-Form. Dann gilt £,w = 0 genau
dann wenn séimtliche Komponenten von w nicht von z! abhiéingen (vgl. analoges Lemma 3.6.13 fiir Vektorfelder.).

Beweis:
(£61w) (a’i17"78’ik) :Eal 7,17‘ b Zk +Z < 117" ZJ 17£8187,J7813+17"78ik> :alwil,..,ik
N——

0
(3.7.11)

3.7.13 Darstellung von Lxw

Bisher haben wir Rechenforschriften bzw. Darstellungsformeln fiir die Lie-Ableitung von Vektor- und Skalaren Feldern
gesehen. Zu finden wére nun auch eine einfache Rechenvorschrift fiir die Lie-Ableitung von k-Formen. Bekanntlich ldsst sich
jede k-Form w € A*M darstellen durch

Z Wiy i d - A da'*

i1 <..<ig

(vgl. Abschnitt 3.6.8). Zu finden wiren somit die Komponenten (£xw);,. 4, von Lxw. Nach Lemma 3.7.11 ist

(Lx@)iy,iy = (Lxw)(B, e 8,) " E ﬁan i, = D@ 0, X031, 04)
dwiy, 1 (X) m
Speziell wire
_ _ , C0X' 9X!
(Lxda’); = Lx6 —dai ([X,05]) = —xt 20 g ye OX°_ OX
! J ’ oxk I oxk T Owd
81{9:

; oxt .

1 1 J

dLxa’ = d[X(a')] =dX' = 5 do

"Dies ist keine Beschrankung der Allgemeinheit, da £ xw Koordinatenunabhéngig definiert wurde.
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das heifst

Lxdr' = dX' = dLxx (31)

3.7.14 Definition: Innere Ableitung

Es sei X ein Vektorfeld auf M und w € A*M eine k-Form. Dann definiert man die innere Ableitung ixw € A¥~1M von w
nach X geméfs

in(é-h "agkfl) = W(X7 517 "7€k}71) ) gz € X

Fiir 0-Form w € C*®(M) setzt man iyw := 0.
Bemerke: Per Konstruktion héngt, im Gegensatz zu der duferen und der Lie-Ableitung, die innere Ableitung ixw nur
Punktweise von w ab.®

3.7.15 Lemma: Laplace-Regel fiir innere Ableitung
Es seien w* € A¥M, w! € A'M Differenzialformen auf M, dazu Vektorfeld X. Dann gilt

ix (WP Awh) = [ixwh] Aw + (=1)FwF A [ixw!]

(vgl. Lemma 3.5.3)

3.7.16 Magic Cartan Formula
Es sei w € A¥M eine k-Form auf M, dazu Vektorfeld X. Dann gilt:

Lxw = d[ixw] + ixdw

Beweis: Betrachten die k-Form
Rx(w) :=d[ixw] + ixdw

Dann ist Rx R-linear in w. Fiir Differentialformen w® € A*, w! € A! gilt:
Rx(wf Awh) = (Rxw®) Aw! + Wk A Ryl (32)
denn

Rx(WF AWl =d [ix (wk /\wl)] +ixd (wk /\wl)

CL A (ixwk) Aw! + (=10 A (ixw!)] +ix [(dof) A+ (=1 A do]

:d(ixwk)/\wl +W+ —1)* Txw —I—(—l)%wk/\d(ixwl)
+ix (do®) AW+ (AR T+ (—D) i A do! + (—1) 20k A du!

= [d(ixwk) + iX(dwk)] At + W A [d(ixwl) + iX(dwl)]

Rxwk Rxwl

Ferner ist

Rx(dw) = dRxw (33)

8Erinnerung: £xw hing von dem Verhalten von w in der Umgebung des jeweiligen Punktes ab.
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denn

.
Rx(dw) =ix ddw +d [ixdw] =d [ixdw] +dd [ixw} =d [ixdw + d(ixw)]
~~—~ —_—
0 Rxw

Schlieflich gilt fiir 0-Formen w € A°M die Gleichheit Ryw = Lxw, denn

/—’.l\
Lxw=dw(X)=d[ixw]+dw(X)

und somit auch die Gleichheit fiir 1-Formen w € A' M, denn:

EX(widxi) = (EXwi) dz’ + wiﬁxdl‘i (3:1) (Rxwi)d:vi + widﬁxmi
——

Rxw;

= (Rxwi)daci + wideiUi (3:3) (Rxwi)da:i + windl’i (3:2) Rx [widxi]

Aus obigen Uberlegungen folgt nun die Formel fiir allgemeine k-Formen, denn aus der Giiltigkeit fiir (m — 1)-Formen, folgt
auch die Giiltigkeit fiir m - Formen:

Lx [wiy.ipdz™ A Ada'] = [Lx (wiy.a,dz™)] Adz™ Ao Ada'™ +wyy g, da™ A Lx [dz™ A Ada'™]

Rxdz™ Rx[dz?2 A---Adxim]

(32) Rx [wil__imdx“ Adx A A dxi’”]

3.7.17 Lemma iiber Tangentialriume von Untermannigfaltigkeiten

Es sei (M, w) eine n-dimensionale symplektische Mannigfaltigkeit und U C M eine k < n dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Dann sind fiir Vektorfeld X € X (M) folgende Aussagen dquivalent:

1. Fiir a € U ist stets ;< (a) € U (Fluss von X bleibt in U)
2. Fiir a € U ist X, Tangential zu U (X, € T,U), das heift X, f hingt nur von der Einschrankung von f auf U ab.

3. Ist
U={ze M| H(x) = hg: const}

fiir irgendein H € C*°(M) und (dH)|,, # 0, so gilt fiir a € U stets X,H = 0.

Beweis:

1. 1 — 2: Es sei a € U und stets ;X (a) € U. Es geniigt zu zeigen, ist f|U = 0 so ist X, f = 0. Tatsédchlich ist

d d
Xaf _ dtf((pil(]a’» . = % f’U (@i((a)) o =0
0

2. 2 — 1: Es sei a € U und X, Tangential zu U. U sei ausgestattet mit den Koordinaten 2!, .., 2* und 0.B.d.A X = 9, € TU.
Dann erfiillt die Kurve ~(t) definiert durch

v I = U, A(t) = (2! (a) + t,2%(a), ., 2"(a))

die Bedingung ~(0) = a und

das heift es ist tatsiichlich y(¢) = ;¥ (a).
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3. 1— 3: Essei a € U. Dann gilt

d
Xutt = LHe¥ )| =0
t —— li=0
cU
—_———
ho

4. 3 — 2: Es sei
XH=0,d,H#0 VY a€U

Es geniigt zu zeigen
f{U =0 = X, f=0

Schreiben
dHo X, =X,H=0

das heift dH 1 X, (als n-Tupel in Koordinatendarstellung im R™). Ist nun f ‘U = const so muss df L T,U sein. Wegen
dH # 0 ist
R" = T,U @ span {dH }

das heifit df || dH und somit auch df o X, =0
O
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4 Symplektische Geometrie

4.1 Symplektische Mannigfaltigkeiten

4.1.1 Definition: Symplektische Mannigfaltigkeit

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M, ausgestattet mit einer 2-Form w € A%2M mit
o dw =0 (w geschlossen)
eVoeM,VOALEET, M : icw, # 0, das heifit w nicht ausgeartet

heifst symplektische Mannigfaltigkeit. Die Form w heillt symplektische Form auf M.

4.1.2 Darstellung von symplektischen Formen

Alternativ zur schon bekannten Darstellung
w = Zaijdxi A dl’j
ij
kann man die 2-Form w mit der schiefsymmetrischen Matrix Q € R™*™ identifizieren, mit den Eintrégen ;; = w(9;, 9;). Fur
Vektoren &, € T, M ergibt sich dann (in der entsprechenden Karte)

W(f»n) = (Sla ’gn) Q-

Somit ist w genau dann nicht ausgeartet, wenn

(€' €) QA0 VEAD

das heifit 2 ist nicht ausgeartet.

4.1.3 Dimension symplektischer Mannigfaltigkeiten
Aus det Q #£ 0 folgt insbesondere dass die Dimension n von M gerade sein muss, denn

det Q = det Q7 = det(—Q) = (=1)"detQ = (-1)" =1
#0

4.1.4 Beispiele symplektischer Mannigfaltigkeiten
Beispiel 1: Die Mannigfaltigkeit M in den Koordinaten (g1, .., ¢n, p1, .-, Pn) ausgestattet mit der 2-Form

w:=dgNdp Z:Zd%/\dpi

i=1

ist eine symplektische Mannigfaltigkeit. Tatséchlich ist in den entsprechenden Koordinaten

0 ... 0 1
0 ... 0 1

Q=|_, o ol = dete#o0 (34)
-1 0 0

(dw = 0 ist klar).
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Beispiel 2: Zu jeder n-dimensionalen Mannigfaltigkeit (M,, x%) mit n gerade, ist das kotangentialbiindel T* M definiert
geméfs
"M = | J T;M
zeM

mit den Kotangentialrdumen T)M := (T,M)* (Dual zu T,M). Analog zum Tangentialbiindel TM, ist auch T*M eine
2n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Elementen (x, p) wobei p € T M, in den Koordinaten

('rlv -~7xna p(al)a "7p(8’7l))
P1

Betrachten nun die Abbildung
m:7"M - M , I(T;M) ={¢(x)}

das heifst
H (m17 "7xn7p17 "7p7l) = ('r17 b xn)
Durch diese sei die so genannte tautologische 1-Form © € A*T*M auf T* M definiert gemiR

Oz, :=1T"(p) fiir pecT;M

Zur Erinnerung sei erwahnt:

I (p) (&) = p (dI1(¢))

wobei in den Koordinaten der Mannigfaltigkeit
dll =

das heifst

—~

IT(p) (€7, €7) = p (dIN(E",€7)) = p(¢") © (prda’ + -+ pada”) € = © = pida’

i=1

O(a,p)
Definieren nun die auf T*M symplektische Form w := d© € A2T*M. Tatséchlich ist dw = dd® = 0 und wegen

i=1

analog zu vorhin nicht ausgeartet.

4.2 Hamiltonsche Vektorfelder
4.2.1 Anmerkung: Identifizierung von TM mit T*M

Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann wird durch w eine kanonische Identifizierung von TM mit T*M
induziert, wobei diese Punktweise zwischen 7, M und T, M stattfindet:
Jedem Vektor ¢ € T, M wird die Linearform icw, € T M, definiert durch

ToM 5 TIM | i, & = igwy = wo(6,) 5 &n€TeM
zugeordnet (vgl . innere Ableitung 3.7.14). Diese (lineare) Zuordnung von T, M nach T M ist (fiir jedes feste x) bijektiv, da

per Definition von w gilt:
kerneli,,, = {0}

Durch punktweise Definition iiber M wird so bijektiv einem Vektorfeld X auf M die 1-Form ixyw € A'M zugeordnet:

XS AM ) X e igw = w(X,)
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Die Umkehrung dieser Zuordnung i, ergibt sich durch

Yl
(ixw)(Y)= (X', .., X") Q- : =X'Q,Y = ixw=uvda’
yr ) T
und
X1 @nrat(xt,.,xmT "
=@ e xm el = @)
X" Up,
gemaf
1 Vi
v=wda' = Q)] (35)
V’I’L

fiir beliebiges v € A1 M.

4.2.2 Definition: Hamiltonsches Vektorfeld

Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann definiert man zur Hamilton-Funktion H € C°° (M) das Hamilton-
Vektorfeld Xy gemafs

Xy = o, ! (dH)
Bemerke: Tatsichlich ist wegen dH € A'M und obiger Anmerkung (4.2.1) Xy wohldefiniert, und erfiillt per Konstruktion

(.«)(AXH7 ) =dH

4.2.3 Korollar: Koordinatendarstellung von Xy

Nach Gl. 35 besitzt Xz in den entsprechenden Koordinaten % die Darstellung

X #
o=@ (36)
X3 o

Folgerungen:

1. Insbesondere folgt dass die Zuordnung H +— Xy R-linear in H ist.

2. Fir Felder Hy,..,H; sind an einem Punkt a die Differentiale d,H; genau dann linear unabhingig, wenn dort auch
die Vektorfelder Xy, .., Xp, linear unabhéingig sind. Dies folgt aus der Tatsache dass bijektive Endomorphismen (hier
(27)~1) linear unabhiingige Vektoren auf linear unabhingige Vektoren abbilden.

Speziell: Fiir Hamilton Funktion H gilt

Xgp=0 & H:const (37)

3. Jedes Hamiltonsche Vektorfeld Xy besitzt die Darstellung

Xy = 7ka (38)
X

Beweis: Da die z' Koordinaten sind, sind insbesondere die dx’ linear unabhingig, also auch die X,:. Somit gilt die
Darstellung

Xy = ZX’;IXI;C

k
wobel OH
def. 1
%_akHEMXH, ZXJ (Xpi, Opi ngajkzxg
8,k (9) J
]
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Beispiel: Betrachten den R?" in den Koordinaten (ql, g™, pt, ..,p") mit der symplektischen Form

w:=dqAdp :=qui/\dpi

=1

Zu H € C>°(M) ist dann Xy das Vektorfeld in den Koordinaten

<6H OH oOH 8H)
XH: a9 a9y T 9o oy T 4o
Op1” " Opn Oqu Iqn
Tatséchlich ist

X, ¥) = Y dat A (X ¥) = Y e (X' (V) = ! (X ()]

g

OH . OH_ .
Yyt Y =dH(Y
ZZ-: [3% - 9q; @)
fiir beliebiges Y € X. Betrachten nun den Fluss gth " zu Xpg. Zu 16sen wire das DGL-System

OH
1 op1

1 :
X} o
g ! ' .

) OH
Xz ~dq1

_oH
Oqn

was genau den Hamilton-Differentialgleichungen entspricht! (vgl. Gl. 2).

4.2.4 Satz: Energieerhaltung

Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und H € C*°(M). Dann gilt

das heift H #ndert sich entlang des Flusses ;" von X nicht.

Beweis: Fir f € C*°(M) gilt per Konstruktion
Xy(H) = dH(Xy) = w(Xn, Xy)
Speziell fir f = H also

schief‘g mm.
Xy (H) =w(Xg, Xg) 2" 0

4.2.5 Satz iiber Lx,w

Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und H € C*°(M), dazu das Hamiltonsche Vektorfeld X . Dann gilt
Lx,w=0

Beweis: Mit der Magic-Cartan-Formula (3.7.16) folgt

EXHw:i(XH) dw er[iXHw] =ddH =0
~~ Nl
0 dH
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4.2.6 Satz iiber Lx,dH
Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und H € C*° (M), dazu das Hamiltonsche Vektorfeld X . Dann gilt:

Lx,dH =0

Beweis: Mit der Magic-Cartan-Formula (3.7.16) folgt

Lx,dH =d| ix,dH |+ix, ddH =0

> 0
dH (X )=0

4.2.7 Satz: Volumenerhaltung

Es sei M eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Karte 1, in den Koordinaten (¢',..,¢", p',..,p"), dazu symplektische
Form

w:=dgANdp:= qui A dpt
i=1
und H € C*°(M). Dann ist der Fluss ;¥ zu dem Hamiltonschen Vektorfeld Xz Volumenerhaltend, das heift fir Q ¢ M

und beliebige Zeiten t gilt:
Vol ;¥ (€2) = Vol

wobei zu verstehen ist

Vol Q := Vol ()
——
CR‘VL

Beweis: Zu zeigen wére
v

Lx,dg" N---Ndg" Ndp* A...dp" =0
Mit

Xn n n
w/\~~~/\w[§ dq“/\dp“]/\-~-/\[§ dq“‘/\dp”]

i1=1 in=1

= > (dg" Adp™) A+ A (dg' Ap™)

T1yeeyin,

0
fiir 7,J7£’Lk 5 j;ék)

= o(1) o(1) . o(n) o(n)
aezsn (dq A dp L ) A A (dq A dp )

> x(0)? (dg" Adp*) A--- A (dg™ A dp™)
UESn\f_/

(=1)7=3dg* A---Adg™ Adp* A---Adp™

folgt nach Lemma 4.2.5:

()"l Lx,V=Lx, (WA Aw) = (Lxpw)Aw--Aw+-FwA - AwALx w=0
0 0
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4.2.8 Satz tiber Lxw
Es sei Lxw = 0 fiir Vektorfeld X auf der symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w). Dann gilt:
Vae M:3dUmgebung U, C M, H:U, - R mit X = Xpg
—
Sa

Bemerke: Die Lokalitit der Aussage ist wichtig!

Beweis: Mit der Magic-Cartan-Formula folgt
0=Lxw=1x dw +d [ixw] = d[ixw]
0

Nach dem Lemma von Poincaré? existiert fiir jeden Punkt a € M eine Umgebung a € U, C M und skalares Feld H € C>=(U,,)
so dass ixw = dH, das heifst X = Xg.

4.2.9 Definition: Poisson-Klammer
Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann definiert man die Poisson-Klammer
{r}: CF(M) x € (M) — C=(M)
gemaf
{H,F} =w(Xpy,Xr) , HFeC®M)

Verschwindet die Poisson-Klammer {F, H} zweier Funktionen F, H € C*, so sagt man F und H kommutieren.

4.2.10 Lemma: Darstellung der Poisson-Klammer

Es sei (M,w) eine n-dimensionale symplektische Mannigfaltigkeit. Dann besitzt die Poisson-Klammer die Darstellungen

g#
OF GF).(Q_I)_ :

) = (G g o

ox™
und
. OF " - OH OF
— 2 — L G
{HvF}_;zl:{H’x}axi _ij=1{m ’x}axj Ozt (40)

Beweis: Nach GIl. 36 nehmen fiir H, F' die Vektorfelder Xy, Xz die Darstellungen

OH or
. ozt . Ozt
xpx N | xex e
oH OF
ox™ ox™
an, das heifst
Xr OH OH ~-\T -1 %
W(Xp, Xp) = (XYoo X3) -0 | :Kaxl,..,aﬂ).((m) ) }Q @)
Xxn — oF
F 0-1 oz
%
(Gt ) @ |
Ox ox ng

9Vgl. Ubungsserie 03. Dort wurde der Satz zwar nur fiir M = R™ bewiesen, doch kann er in lokaler Version leicht auf beliebige Mannigfaltigkeiten
verallgemeinert werden.
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Mit

(29) i OF iy OF
{HvF}:w(XHvXF):_XHF = Z:_XH(x)ax” :Z{ny}al"

i

folgt die 2. Darstellung.

Beispiel: Fiir 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit M in den Koordinaten (ql, g p") und der symplektischen Form

w:=dgANdp

"~ (0H OF OH 0H
=2, {5~ )

ist

denn mit

0 0 1
(34) 0 0 1
Q= 1 0 (41)
-1 0 0

folgt nach Lemma 4.2.10:

oH

Oqt

oH
oF oF OF oF 1| o

HFt=—, 0, —, — ., — | - (Q

(7} = (G g 5o 5l ) @)

oOH
oplt

oOH
op™

speziell

Ql=—_Q OH OF OH OF
B Z{_@p"@qlJr aqi 3pi}

i=1

4.2.11 Lemma: Eigenschaften der Poisson-Klammer
Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann gilt:

a) {H,F} ist R-linear in H und F.
Beweis: Aus der R-Linearitit von Xp in H folgt auch die R-Linearitat von {H, F'}.
b) Antisymmetrie: {H, F} = —{F,H} und Xp(H) = —Xg(F)
Beweis: et
{H,F} = w(Xy,Xrp) =-w(Xp, Xg) =—{F,H}

Xr(H) Xu(F)

¢) Jacobi-Identitét:
{A,{B,C}}+{B,{C,A}} +{C.{A,B}} =0 , A /B,CeC>*(M) (42)

Beweis: Zeigen zunéchst, dass jeder der drei Terme in der Identitdt aus Summanden besteht, die jeweils mindestens
eine 2. Ableitung von A, B oder C enthalten. Betrachten dazu 0.B.d.A den Term

{Cv {AvB}} =—-Xc¢ {Av B}
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Setzen nun 0.B.d.A X = 9y (vgl. Satz 3.7.4), so dass wegen Lx,w = 0 nach Folgerung 3.7.12 die Komponenten von w
nicht von 0; abhiingen. Dementsprechend hiingen auch keine Komponenten von ! von z! ab, so dass wir schreiben
kdénnen

oy [040B
_(Q )ial [81"3 oI

[ ——
enthalt
2. Ableitungen
von A oder B

(4.2.10) 0A , _,.j OB
Xc{A,B} = "0 [8xi ( 1)5 W]

Zu klaren bleibt: Welche Terme in Gl. 42 enthalten 2. Ableitungen von A? Der Term
{A,{B,C}}
liefert nach Darstellungslemma 4.2.10 héchstens 1. Ableitungen von A. Doch auch der Term

{B’ {Cr A}} + {Cv {Av B}} = XpXcA—-XcXpA= [XB;XC] (A)

{B,—Xc(A)} {C, XA}

liefert nur 1. Ableitungen von A. Somit verschwinden alle 2. Ableitungen von A in Gl. 4.2.10. Analoge Uberlegungen
gelten natiirlich auch fiir B, C', womit die Aussage bewiesen ist.
O

4.2.12 Korollar: Poisson-Klammer fiir konstante Hamilton-Funktionen
Es sei (M,w) symplektisch und H € C*°(M) mit d,H = 0. Dann ist
{H,F},=0

fiir beliebiges Feld F' € C*°.

Beweis: Folgt direkt aus Darstellung 40.

4.2.13 Korollar: Poisson-Klammer fiir Koordinaten

1

Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit in den Koordinaten z', .., z™. Dann ist

i i1 _ (O-1\J
{ah, 27} = (Q7);
mit der Matrix-Darstellung  von w in den Koordinaten z?.

Beweis: Aus Darstellungsformel 4.2.10 folgt direkt

{2,279} = (0, .,0, 1,0,..,0) Q7 (0,..,0, Lo, L0 = (Y
J- i.

O

Beispiel: Eine symplektische Form w auf der Mannigfaltigkeit (M,w) in Koordinaten ¢*, .., ¢", p!, .., p" besitzt genau dann
die Form

n
w= Z dqt A dp’
i=1
falls gilt:
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4.2.14 Definition: Integrales Feld
Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und H € C*°(M). Dann heiflt F € C®°(M) zu Xpg integral, falls gilt

Xu(F)=0
Anschaulich: F ist entlang des Flusses cpf(H von X g konstant, das heifst
F(z)=F {(p%XH(JZ)} YezeM

Beispiel: H ist integral zu Xg.

4.2.15 Lemma iiber integrale Felder

Es seien A, B € C* integral zum Hamiltonschen Vektorfeld Xy auf der symplektischen Mannigfaltigkeit (M, w), das heifst
{H,A} =0={H, B}
Dann ist auch die Poisson-Klammer {A, B} integral zu Xy, das heift

{H,{A,B}} =0

Beweis: Aus der Jacobi-Identitét folgt

{Hv {A7B}} = 7{A7 {BaH}} - {Ba {HvA}} =0
T T

4.2.16 Lemma tiiber die Lie-Klammer Hamiltonscher Vektorfelder

Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und B, C € C*°(M). Dann gilt
[XB, Xc| = —-X(B,c}

und
[XB,Xc]=0 < {B,C}:const

Somit ist insbesondere die Zuordnung H +— Xpg ein Antihomomorphismus zwischen den Lie-Algebren (C*°(M),{-,-}) und

Beweis: Zu zeigen wire
(X, Xc|(A) = X,y A

fiir beliebiges A € C*°(M). Tatséchlich gilt aufgrund der Jacobi-Identitét:
X,y A=1{A{B,C}} ={{A,B},C} - {{A,C},B} = Xc XA — XpXcA = [Xc, XB| (4)
Kommutieren nun die Vektorfelder X g, X so folgt
0=[Xg,Xc|=—-X(B,c} €0 {B,C} : const

Anderseits ist Xeonst = 0. O
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4.3 Der Satz von Darboux
4.3.1 Satz von Darboux in dim = 2

Es sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in den Koordinaten (z,y) und
Wy = f(2,y)dz AN dy
eine symplektische 2-Form. Dann existiert ein lokales Koordinatensystem (g, p) mit
w=dqANdp

Beweis: Siehe allgemeineren Satz 4.3.2.

4.3.2 Satz von Darboux in dim = 2n

Sei (M,w) eine 2n-dimensionale, symplektische Mannigfaltigkeit. Dann existiert zu jedem Punkt a € M, eine Karte

U: U, Cc M—R™
~~

Sa
in den Koordinaten {qz, .., ¢n, D1, .., Dn} S0 dass
n
w=dgqANdp:= Zd%‘ A dp;
i=1

Solche Koordinaten nennt man symplektisch oder Darbouz-Koordinaten.

Beweis

Es stellt sich die Frage, wie die Koordinaten ¢;, p; aussehen. Zum einen miissen die Differentiale dg;, dp; linear unabhéngig
sein, da W bijektiv. Nach Korollar 4.2.13 sind sie aufserdem charakterisiert durch

{@i.p;} =65 » {pi,p;} =0={a,q;} (43)

Beweis in dim = 2:  Es sei (M, w) 2-dimensional, symplektisch und ¢ € C*°(M) so dass d,q # 0 (da g glatt, ist auch dg # 0
in einer Umgebung von a). Betrachten nun den Fluss X, und fiihren Koordinaten p, p ein, so dass

I =X,
ist (vgl. Existenz spezieller Koordinaten 3.7.4). Dann sind (g, p) die gesuchten Koordinaten, denn:

e dgq, dp sind linear unabhéngig, denn: Wegen

wiirde
Adg + pdp =0

implizieren:

0= Adq(X,) + pdp(X,) = - 24Z =0

e Die Koordinaten g, p erfiillen tatsichlich die Bedingungen 43, denn wegen Antisymmetrie von {-, -} ist {p,p} = {¢,¢} =0
und auferdem:

{g,p} = —dp(Xy) =1
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Durch vollsténdige Induktion erfolgt nun der Beweis fiir dim = 2n.

Induktionsschritt (n — 1) +— n: Es sei (M?",w) 2n-dimensional, symplektisch und ¢; € C>(M) mit d,q; # 0. Analog
zu vorhin setzen wir auch hier p; € C* so, dass 0, = —X,. Demnach sind dg;, dp; linear unabhéngig und erfiillen

{a,m}=1
Betrachten nun die (2n — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit M2"~2 C M?", definiert durch
M2 .={zecM:q(zx)=q(a), pi(z) =pi(a)}
Dann gilt:

e Esist TM?" =TM?" 2 & span{X,,, Xp, }
Beweis: Da die dg1,dp; linear unabhéngig sind, sind auch die X, , X, linear unabhéngig, das heifit

dimspan {X,,, X,, } =2
Es geniigt also zu zeigen dass
span {X,,, X,, } N TM?"~% = {0}
Tatséchlich ist:
(AXg, +1Xp,) (@1) = p
4!

= AXgy +puXp, ¢TM2n—2

I Y ) £ 050X+ (2 2 ()

e Wegen dw}Mzn,2 =0 ist auch d (w|M2n,2) =0
° w| a2n—2 ist nicht ausgeartet, denn:

VeEeTM?™ 2:3n= i +AX, +pX, € TM?™ 1w(é,n) #0
cTM2n eTM2n—2

= w(&7) =w(&n) +Aw(§ Xq,) +rw(E Xp,) # 0
N—— N~—— ——
#0 —&(q1)=0 —&(p1)=0
Somit ist insbesondere (M n=2 w‘ M2"*2> eine symplektische Untermannigfaltigkeit. Nach Induktionsvoraussetzung existie-

ren nun auf M?"~2 symplektische Koordinaten ¢a, .., gn, P2, .., Pn : M?"~2 — R. Ziel ist es nun diese auf die Mannigfaltigkeit
M?" fortzusetzen.

Betrachten nun die Fliisse Q, P : (—¢,e) x U, — M?" der Hamiltonschen Vektorfelder X,,, X,,, dazu die Abbildung
—
Sa
®: (—¢,e)® x (Uy N M%) — M
definiert durch
(I)(Sa t7y) = Pt © Qs(y)
(Bewegung entlang X, fiir Zeit s und entlang X,,, fiir Zeit ¢). Bemerke dass wegen

[XQNXIH] = 7X{<Z1,p1} =-X;1=0

nach Lemma 3.7.6 auch gilt
D(s,t,y) = Qs 0 P(y)
Wegen

d<I>|( (1,0,0) = X,, , dcp|(0)07a)(0,1,0):xp1

0,0,a)
2n—2 —
gi eTM .dq)|(0707&) —51

; asis in an=2
{&:} Basis in TM dimimaged® = 2n = d® bijektiv
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ist @ (lokal) bijektiv. Mit der Hilfsabbildung
IT : domain(®) — M?"~2 | TI(s,t,y) ==y
setzen wir schlieflich fiir einen Punkt 2z € image(®):

¢i(2) = ¢; [ILo @7 (2)]

pi(z) == p; [Ho@fl(z)] , 1=2,..,mn

und setzen somit die Koordinaten g;,p; auf eine Umgebung von a in M?" fort. Anschaulich gesehen: Fiir Punkt z € M?"
sucht man den (eindeutigen) Startpunkt auf M?"~2, der durch die Fliisse @, P nach z getragen wird und wihlt dessen
Koordinaten als die Koordinaten von z. Natiirlich bleiben die ¢;, p; auf M?"~2 die gleichen.

M2n

1

Abbildung 19: Zum Beweis des Satzes von Darboux. Be-
merke dass mit n = 2 die Abbildung eigentlich einen 4-
dimensionalen Raum darstellen soll.

Behauptung: Die Koordinaten ¢;, p; sind die gesuchten Darboux-Koordinaten.

Beweis: Zeigen zunéchst die lineare Unabhéngigkeit der dg;, dp;. Aufgrund ihrer Stetigkeit geniigt es ihre lineare Unabhén-
gigkeit im Punkt a zu zeigen, diese bleibt dann in einer Umgebung von a erhalten. Da die ¢;, p; Koordinaten auf M?2"~2 sind,
sind die d,q;, dqp;, © > 2 automatisch linear unabhéngig. Aus

n

> Nidagi + pidapi) = 0

i=1

das heifst

3

(Mdaqi + padapr) = — Y (Nidagi + pidapi)
=2

folgen zwei Moglichkeiten:

e Linke und rechte Seite sind 0. Aus der linearen Unabhéngigkeit jeweils von d,q;, d.p;, % > 2 und duq1,d,p1 folgt dann
>\i = Hi = 0.

e Linke und rechte Seite sind nicht 0. Dann existiert fiir die rechte Seite ein Vektor £ € TM?" (0.B.d.A ¢ € TM?"~2 da
jeglicher Anteil aus span {X,,, X, } fiir die rechte Seite keine Rolle spielt) mit

K2

()‘idaQi + ﬂidapi) 3 7é 0
=2
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Doch eben genau wegen ¢ € TM?"~2 ist per Konstruktion von M?"~2:

(A1daqr + p1dap1) § =0
was ein Widerspruch ist!
Somit sind die d,q;, d,p; linear unabhiingig und die g;, p; stellen in einer Umgebung U, C M?" Koordinaten dar.
Sa

Zu zeigen bleiben noch die Relationen aus Gl. 43. Per Konstruktion sind die g;, p;, 4 > 2 invariant bzgl. der Fliisse X,,, X,,,
das heif’t es ist erfillt:

{pisp1} =0={q,q1}

—— ——

Xp, (i) Xaqy (1)

i1} =0={qi,p1}
Es bleibt noch zu zeigen:
{aipi} =65 s {pi,pit =0=Aaq, q¢;} , i, >2
Fiir Punkte o € U, N M?"~2 ist dies tatsichlich erfiillt, da die {d,,,dp, },~, auch nach der Fortsetzung in TM?"~? liegen, w
also dort (in den umgeordneten Koordinaten q1,p1, ..., Gn, prn) die Gestalt

0 110 0 ... 0 0
-1 0/ 0 0 0 0
0 0]0 1

a_| 0 0o/-10
0 0 0 1

0 0 -1 0 |

annimmt. Wegen Lx, w =0 und Lx, w = 0 (vgl. Satz 4.2.5) bleibt w entlang P; o Qs erhalten, das heift Qiw = w = Pfw.
Somit gilt

def.
von

w(Xp, X) = X(p;) "% dQ.(X)(pi 0 Q_.) = dQ.(X)(p:)

* oy
si_w

W (dQy(Xp,), dQ(X))

def. von X, X
== dQs(X,,) = Xp, , 1>2

Analog zeigt man: @, P; erhalten X,,,, Xy,,¢ > 2. Somit erhélt P; o @), die Vektorfelder X, , Xp,,7 > und auch w, und somit
wegen

def
{%ZU} = W(XCIUX;D;') = W(P_0Q_s) (d(P—t © Q—S)thv d(P—t o Q—S)Xm)
= W(P_toQ-s) (XQN X:Dj) =w (qu X:Dj) oP_1o0Q_s

={¢,pj}oP10oQ_s , i>2

auch die Poisson-Klammer {¢;,p;}. Demnach ist {g;,p;} = d;; in ganz U,. Analoges gilt auch fiir {p;,p;} und {¢;, ¢;}.
O

4.3.3 Poincaré Lemma iiber symplektische Form

Es sei (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann ist w = da fiir 1-Form « € A' M.

Beweis: Nach dem Satz von Darboux ist 0.B.d.A

w=Y_dg; Adp, GZY > dlgidpi] = d ) qidp;

————

(e
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4.3.4 Korollar iiber Darboux-Koordinaten
Es sei (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und ¢ € C*°(M) mit dg # 0. Dann existieren (lokale) Darboux-Koordinaten
qi,p; auf M so dass ¢ = q ist.

Beweis: Siehe Beweis von Satz von Darboux (4.3.2).

4.3.5 Satz iliber funktional unabhingige, kommutierende Funktionen

Es sei (M,w) eine 2n-dimensionale symplektische Mannigfaltigkeit. Es seien ¢',..,¢" € C>°(M) funktional unabhingig in
a C M (das heifit d,q" linear unabhingig) mit

{¢,¢’} =0

Dann kénnen die ¢* in einer Umgebung von a zu Darboux-Koordinaten ¢°, p* fortgesetzt werden, das heifit
n
w = Z dq' A dp'
i=1
fiir geeignete p', .., p" € C*®.

Beweis: Aufgrund der Glattheit von ¢* sind die dq* auch in einer Umgebung von a linear unabhingig. Nach Korollar 4.2.3
sind die Hamiltonschen Vektorfelder X, auch linear unabhéngig. Aufserdem gilt

[Xqivqu} = X(gi,g} = —Xo=0

n 1

Nach dem Satz iiber parallele Koordinaten (3.7.7) existieren somit Koordinaten v!,..,v™ u!,..,u" so dass

Xy =04 ,1=1,..,n (44)
Wihlen voriibergehend als Koordinaten den Satz ¢, .., ¢", u', .., u™. Hierbei handelt es sich tatséchlich um Koordinaten, denn

aus

[)\idqi + uidui] =0
1

n

(3

folgt
0=">Y [Ndq" + pidu’] Xpr = [/\Z- dg' X +pi du'Xpe | =—up, k=1,..,n
i=1 i=1 ~—— —
{q%,q*}=0 =0, kut=—0;k

n .
: dq® lin. bh. .
= § Ndg =0 0 = N =0,i=1,..n

i=1

In diesen Koordinaten gilt nun

. . . (44 .
{ql’uj} — _qu (uv) (:) 8uj (ul) — 61’]’

{¢".¢} =0, ij=1,..n

Jedoch ist {u;, u;} = 0 nicht gesichert. Dazu modifizieren wir die Koordinaten u’ und fithren die neuen Koordinaten
pli=ut 4+ f g u) = u' + fi(q)

ein, wobei die f? € C* erstmal beliebig sein kénnen. Tatséchlich ist dies auch ein Koordinatensystem, denn aus

n

Z [Nidg' + pidp'] =0

=1
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folgt

0= [Nidg" + pudp'] 0 =) [Ai dq' Dy +pi ' D+ D f1(q) | = e k=1,..,m
i—1 i=1 ¥ B —

n .
; dg’ lin. unabh.
= Y Ndg' =0 “ =T
i=1

Dabei erfiillen diese Koordinaten

o o ) o o n ) 9
('} ={dw + 7} = (¢} {d ) Do+ 30 {ddt) o =6
B k=17 I

Zu bestimmen wiren nun die f?, so dass auch gilt

{(rp} =0
Mit
{p' 0} = {u' s} + {u, Y+ {0 + {5 1)
“0) gy i 5 ikaifj ljafi kl%%
- {u’u }+{u’q }aqk+{q’u }aql Jr{q ’q}aqk aql
7571@ 51]' 0
o Oft OfI
— Lo o _
*{u’u}+8qﬂ' g
Nid
und
DN = <Xy fu o} = (g fu )} —{ {uﬂqk},ui} + { {qk,u"}mﬂ} @22
—djk ki

= X = ¥ (g)
ergibt sich das zu lésende System partieller Differentialgleichungen

of At oo

Wegen

2 £
i,j=1

N

oq’

LI “Loft ,
d ‘dq"| = -dg’ Ndq' = . .
[;f q] ijzzzl ogp 1 " d¢'  Og’

ist dies dquivalent zur Differentialgleichung

% S Xidg' Adgl = d lij fidqi]
i i=1

fiir geeignete f* € C*°.
Behaupten nun:

1 i 3,0 j
5 Z)\ jdq /\qu =w u:const

(]
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Tatséchlich ist in den Koordinaten ¢°,u’ nach Korollar 4.2.13:

0 ... 0 -1
14213 |0 ... O -1
EE N B AL
1D S
und dementsprechend
/\11 )\nl 1
)\ln )\nn 1
2= -1 0 0
-1 0 0
das heifst )
Q u:const = ()\l]) < w‘u:const = 5 Z )\”dqz A dqj
4,J
Da dw = 0 (da symplektisch), existiert eine 1-Form o € A*M mit
w = da
Wegen
d lz Oéldq ] = d (a|u:const) = (da) |u;const = w’u:const = 5 Z )‘ZjdqZ A dq]
i=1 ij=1

ist die Aussage bewiesen (f? := o).
O

4.3.6 Satz: Maximale Anzahl kommutierender, funktional unabhingiger Funktionen

Es seien Fi,.., Fy € C*(M) skalare Felder auf der 2n-dimensionalen symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w). Sind die F;
funktional unabhéngig und kommutieren:
{F’MFJ}:O 3 VZ,]

so ist k < n.

Beweis: Da die dF; linear unabhéngig sind, sind auch die Xp, linear unabhéngig und kommutieren (vgl. Beweis von Satz
4.3.5). Nach Satz 3.7.7 existieren Koordinaten z! so dass Xp, = 0, ist. Wegen

O = {FZ,F]} = w(XF,i,XFj)

nimmt w in diesen Koordinaten die Form

0 0 ? ?
0 0 ? ?
2= ? 7 ?
? ? 07 ?

mit der k x k Untermatrix trivial. Ware nun k > n so wire ) ausgeartet, ein Widerspruch!
O
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4.4 Der Satz von Liouville
4.4.1 Satz iliber die Darstellung von Untergruppen im R"
Es sei H C R™ eine Untergruppe von (R™,+) so dass
3 Umgebung\Ug/: HnUy,={0}
50

Dann besitzt H die Darstellung
k
H = {mei:mi EZ}
i=1

fiir geeignete, linear unabhingige v; € R™, k < n. Dabei ist k = dim aff(H). Anschaulich betrachtet ist H ein so genanntes
Gitter im R™.

1/2/‘

U1

Abbildung 20: Untergruppe von R?, dargestellt als Punkte
eines Gitters.

Beweis: 0.B.d.A sei Uy = B.(0). Ferner sei 0.B.d.A aff(H) = R", da andererseits der Beweis auf aff(H) = Rdimaff(H)
durchgefiihrt werden kann (bemerke 0 € H).

e Behauptung: Jede beschrinkte Menge M C R", enthélt nur endlich viele Punkte aus H, das heifit #(H N B) < co.
Beweis: Zu jedem Punkt « € H ist auch —z € H (da Gruppe). Wegen

HNB.(z)={yeH:yeB(x)} ={x+d€H:5€ B(0)} =2+ HN B.(0) = x + {0} = {«}
= 0€H

ist dann auch H N B.(z) = {«}. Insbesondere gilt dann

Bs/3<m) N Bs/3(y) =0 Vo 7& Y€ H

denn aus
z e BE/3(‘T) mBg/3(y) y & 7£ ye H
folgt
2
-l SSAl-ylSs = l-yl< S

was im Widerspruch zu y ¢ B.(z) steht.
Sei nun M beschrénkt. M kann auf M’ erweitert werden, so dass M’ auch alle B, 3(a)-Kugeln der a € M enthalt:

VaeM: B, la)c M

mit M’ trotzdem beschrinkt. Ist nun #(M N H) = oo, so muss nach obigen Uberlegungen gelten

Vol(M)>Vol< ) 35/3((1)): > Vol(B.s(a)) = oo

aeMNH ace MNH

was ein Widerspruch zur Beschrianktheit von M’ wire.
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Abbildung 21: Zum Beweis des Satzes iiber Untergruppen
des R"™.

e Behauptung: Zu Untervektorraum V; = span {v1, .., v;}, | < n aufgespannt durch linear unabhéingige v; € H, existiert
ein v;41 € H \ 'V}, so dass
d =i
(vi41, V1) Ulglf{ d(v, V1)
vV,

Beweis: O.B.d.A sei V| = span {ey, .., ¢;} (durch entsprechende Koordinatentransformation). Um das oben angegebene
Infimum zu finden, reicht es aus R™ 0.B.d.A nur die Menge

! n
M = {Z)\ﬂ/i + Z piei s A € [0,1], p; € [—R’R]}
i=1 i=l+1
mit R groR genug, dass (H N M)\ V, # 0 ist. Zu einen reicht diese Menge tatséichlich aus, denn:
— Fir
l n
z = Z Aiv; + Z i€ (45)
i=1 i=l+1

mit A, ¢ [0, 1] (fiir bestimmtes ) ist stets (z —m-v,) € H V m € Z (da Gruppe), und m kann gewahlt werden
dass A\, — m,. € [0, 1] ist. Dabei bleibt der Abstand

d(z, V) = (46)

stets der gleiche.

— Sobald ein z € (HNM) \ V; gefunden ist, bewirkt die Vergrofierung von R geméf Gl. 46 nur ein Inklusion weiter
entfernter Punkte.

Zum anderen existiert tatséichlich solch ein R, denn es gibt nach Voraussetzung (dimaff(H) = n) ein z € H \ 'V}, das
heifst insbesondere p,. # 0 fiir irgendein r > [ (Darstellung wie in Gl. 45). Durch geeignete Verschiebung parallel zu V;:

1
z'::z—g miv; , m; €7
i=1
—_—
cH

kann dann auch A, € [0,1] gebracht werden.
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Abbildung 22: Zum Beweis des Satzes iiber Untergruppen
des R".

Die Menge (H N M)\ V; ist nun per Konstruktion beschrénkt, enthédlt also nur endlich viele Punkte, so dass in dieser
das Infimum des Abstandes d(v, V}) tatsichlich in irgendeinem Punkt v;41 angenommen wird.

e Konstruktion der v;: Setzen V; := span {0}, dazu vy, und wéhlen v, fiir V; := span{v;} + V1.
e Behauptung: Es ist

H{Zmivi:mZ'EZ}

Hg

Beweis: Per Konstruktion sind alle v; € H und linear unabhéngig (also Basis), das heifst insbesondere Hg C H. Sei
nun

Z:Z)\iviEH\HG

das heiflt A, ¢ Z fiir irgendein (groftes) r. Dann ist auch
2= Z()‘i —my;)-v. €H
i=1

fiir beliebige m; € Z, wobei diese gewahlt werden kénnen dass
A —my) €(0,1) A (Nj—my)=0firi>r

Hétten dann also ein 2’ € H \ V;._; gefunden mit d(2’,V,_1) < d(v,, V;—1), ein Widerspruch zur Konstruktion von v;..

4.4.2 Definition: Operation von Gruppe auf Menge
Es sei M eine Menge und (G, o) eine Gruppe. Eine Operation von G auf M ist eine Abbildung

a:GxM-—-M

mit
Qg O Op = Qgoh

so dass oy : M — M bijektiv ist. Man sagt (G, o, ) operiert auf M und schreibt auch oft
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Bemerke:

e Die Operation a : G — Sym(M) stellt einen Gruppenhomomorphismus zwischen (G, o) und der symmetrischen Gruppe
(Sym(M), o) von M dar.

e Alternativ kann man die Forderung der Bijektivitat weglassen, dafiir fordern o, = Id. Daraus wiirde dann wiederum
folgen o : G — Sym(M).

e Ist G abelsch, so gilt ap 0 ag = g 0 .

e Es ist ozgl = qp-1.

4.4.3 Definition: Transitive Operation
Eine Gruppe (G, o, ) operiert transitiv auf M, falls
agyr)=M YreM

das heifst
Vez,yeM:3geG:o4(z)=y

Bemerke: Es reicht dass o q) (z9) = M fiir einen bestimmten Punkt zp € M ist, denn fiir jeden anderen Punkt z € M
wiirde folgen
3G :as(wo) =2 = o)) =a@g_s5(T)=a@oas(z)=M
——

Zo

4.4.4 Definition: Stabilisator

Die Gruppe (G, o, «) operiere auf die Menge M. Der Stabilisator (Engl. stabilizer) St(z) eines Punktes x € M ist definiert
durch
St(z) :=={g € G:ay4(z) =2z}

Bemerkung: Der Stabilisator St(x) ist eine Untergruppe von G.

4.4.5 Definition: Lokal freie Operation

Es sei (G, o) eine Gruppe und zugleich ein topologischer Raum. Man sagt: (G, o, ) operiert auf der Menge M lokal frei, falls

Ve M:3 Umgeb U :VgeU, :
» mgebung geUNTe} : ay@) £a

Se

das heifst
St(x) NU, = {e}

Beispiele:

e Fiir Vektorfeld X auf Mannigfaltigkeit M ist

eine Operation von G := (R, +) auf M.

/ R
mer (5)~(0) = (020 )<
Y Y y—y

und die Gruppe G = (R?,+). Dann ist
x ) T+t
Y\ y J]) T\ g+t
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eine Operation von G auf T?. Der Stabilisator St(z) ist gegeben durch
St(x) = Z*

Bemerke dass er hier unabhiingig von z ist. R? operiert dabei lokal frei.

4.4.6 Lemma iiber den Stabilisator kommutativer Gruppen

Die Gruppe (G, o, ) operiere transitiv auf die Menge M. Ist G kommutativ (abelsch), so gilt
St(z) = St(y) V =,y

In diesem Kontext schreibt man dann einfach St fiir den Stabilisator. In dem Fall ist St der Kern von o : G — Sym(M) und
es gilt fiir beliebiges x € M:

ap(z) =2 & heSt & ap=1d
Dies impliziert sogar:

ap(z) =o4(z) & ap=aqy

Beweis: Es seien ,y € M beliebig, dazu h € G mit a,(z) =y (da G transitiv). Dann gilt

St(y) ={9 € G: ay(y) =y} = {g € G: g0 an(x) = an(x)}
——

Qgh

@ abelsch {9 € G :apg(z) =an(z)} ={9€ G:apoay(z)=an(x)}

ap €Sym(M

g€ G aylz) =z} = St(z)

4.4.7 Kanonische Identifizierung von G mit M

Die abelsche Gruppe (G, o, ) operiere transitiv auf M und ag € M sei fest gewéhlt. Dann kann man M kanonisch mit der

Faktorgruppe G/ St identifizieren'C.

Erlduterung: Jedem z € M, ordnen wir die Nebenklasse g o St zu, mit g(ag) = . Diese Zuordnung erfiillt:

e Sie ist wohldefiniert, denn zum einen existiert fiir jedes x € M ein g € G mit g(ag) = x (G transitiv) und zum anderen
gilt fiir h(ag) =«

ao

~ =
gohlz=2 = goh'eSt = goSt=hoSt

e Sie ist injektiv, denn fiir x # y € M (dazu x — ¢St und y — hSt) ist

ao

~
goh™ly=x = goh™'¢St = gSt#hSt

e Sie ist surjektiv, den fiir ¢ St € G/ St wéhlen einfach z := g(ap).

Bemerkung: Die Faktorgruppe G / St kann auch als Menge aller Aquivalenzklassen [g] iiber G' angesehen werden, mit der
durch St induzierten Aquivalenzrelation

g~h & goSt=hoSt & a;=oy

Somit wird jedem Punkt 2 € M die Aquivalenzklasse [g] zugeordnet, fiir die gilt g(ag) = =.

10Die Faktorgruppe G/U bzgl. der Unterguppe U ist definiert durch G/U := {go U : g € G} mit der Operation (go U)o (hoU) := (gh) o U.
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4.4.8 Lemma iiber Fluss-Operationen auf Mannigfaltigkeiten

Es sei M eine n-dimensionale, wegzusammenhéingende Mannigfaltigkeit und X7,.., X,, paarweise kommutierende, linear
unabhéngige Vektorfelder (also X, .., X, linear unabhéngig an jedem Punkt a € M). Seien ferner die Fliisse

X

vollsténdig. Dann ist die Abbildung
O:R*"xXM—>M

definiert durch

(I>(t17_.7tn)(a) = (pﬁl 0-+-0 SDt)fln (a)

eine transitive, lokal freie Operation von (R, +) auf M.
Beweis:
e Verkettungsregel: Wegen [X;, X;] = 0 gilt

X Xn X Xn
P, 0D, :gptll 00 in 090511 0.0 WL

\s/uktzessi\}/es X x < <
ertauschen 1 1
= P O P Ot 0" O et

_ X1 Xn
= P 0 O P

= (PtJrs
e Injektivitit: Sei t € R" beliebig und a,b € M so dass ¢;(a) = ¢¢(b) ist. Dann gilt
b= ®y(b) = P_;P:(a) = Pola) =a

(Eigentlich klar wegen Eindeutigkeit des Flusses).

e Surjektivitit: Sei ¢t € R™ gegeben und x € M beliebig. Dann ist a := ®_;(x) genau so dass gilt

——
eM
Dy(a) =z
Somit ist ¢ tatsédchlich eine Operation auf M.
e Transitivitit: Sei a € M beliebig. Dann gilt
- X, -
( 0%(a) > _ :
o(tt, ... tn 0 :
( ) =0 - Xn

nicht ausgeartet
das heift es existiert ein Kugel B.(a) so dass
Va€B(a):IteR": Dy(a) ==
Betrachten nun das Bild B := ®gn(a) und beliebigen Punkt b € B, b = ®;(a). Dann existiert eine Kugel B, (b) mit
VaeeB(b):TseR":x=P4b) = Ds0P(a) = DPyyy(a) = z€B

also
B.(b)C B
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das heift B ist offen. Anderseits sei (c¢;) C B eine in M konvergente Folge ¢, — ¢ € M. Dann existiert analog zu
vorhin eine Kugel B.(c) mit B.(c) C ®g=(c). Doch per Konstruktion von ¢ schneidet B.(c) das Bild B, das heifst

dde B.(c)NB = d=®i(a) = Ds(c)
flir irgendwelche ¢, s € R™, also
c=P_,0P:(a) =P;_5(a) € B
Demnach ist B auch abgeschlossen.
Sei nun x € M beliebig, dazu Kurve
v:[0,1] = M, 7(0) = a, y(1) =z
(existiert da M wegzusammenhéngend). Zu zeigen wére v C B. Sei

tmax = sup{t € [0,1] : v(t) € B}

Da B abgeschlossen und + stetig ist, muss vy(tmax) € B liegen. Doch da B offen ist, gibt es eine Kugel Be(y(tmax)) C B.
Wiére tyax < 1, so gébe es ein s € (¢, 1] mit y(s) € B:(7(tmax)) C B (da ~ stetig), ein Widerspruch zur Konstruktion
von tyax-

Abbildung 23: Zur Transitivitdt der Operation ® von R"
auf M.

e Lokale Freiheit: Es sei a € M beliebig. Da die X; kommutieren, existiert ein Koordinatensystem x! auf M mit
Oy = X; und a = (0, ..,0). In diesen Koordinaten ist dann fiir eine geniigend kleine Umgebung B.(0) C R™:

(I)t(a) = (t17 7tn) 7& (07 ,0) Vite BE<O)
(da Koordinaten bijektiv).
O

4.4.9 Definition: Integrables System
Sei (M,w) eine 2n-dimensionale, symplektische Mannigfaltigkeit mit den Feldern H, Fy, .., F,, € C>° (M), fiir die gilt
{F;,F;} =0, {F,,H} =0, 1,j=1,..,n
Ferner seien die dF; fast {iberall linear unabhéngig. Dann heifst
(M,w,H, Fy,..,F,)

ein (2n-dimensionales) integrables System.
Bemerkungen:

e Oft fordert man zusitzlich, dass die Fliisse p*F: von Xp, vollstindig sind, das heifit gpf(F'i : M — M ist flr alle ¢
definiert.

e In der Physik ist die Menge {H : const} mit der Hamilton Funktion H kompakt, das heifst Xz ist vollstindig.
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4.4.10 Definition: Blatt

Es sei (M,w, H, F, .., F},) ein integrables System. Dann ist ein Blatt in M eine wegzusammenhingende!! Menge darstellbar
durch

Lic,,. e,y :=1{a € M : Fy(a) = ¢; : const, i =1,..,n A a erreichbar aus ag}
fiir ein geeignetes ag € M.

Abbildung 24: Zur Definition von Blattern. Abgebildet ist

ein 2-dimensionales integrables System (M?,w, H) mit dem
Graphen von H.

4.4.11 Definition: Ausgeartete Menge

Es sei M eine Mannigfaltigkeit und Fy, .., Fy, € C*°(M). Dann heiflt ein Punkt a € M ausgeartet bzgl. der F; falls die d, F;
linear abhéngig sind. Eine Menge U C M heifit bzgl. der F; ausgeartet, falls sie bzgl. der F; ausgeartete Punkte enthélt.

Ausgeartete Punkte
:\\\\
|
NN
'

'

'

'

'

\

'
'
'
'

Abbildung 25: Zur Definition von ausgearteten Punk-

ten. Abgebildet ist ein 2-dimensionales integrables System
(M? w, H) mit dem Graphen von H.

4.4.12 Satz von Liouville

Es sei (M,w, H, F\, .., F},) ein 2n-dimensionales integrables System mit den vollstindigen Fliissen ¢*i. Dann gilt:
1. Jedes bzgl. der F; nicht-ausgeartete Blatt L. ist diffeomorph zu einem Zylinder:

Slx-nxSlxR”_k
—_——
k

HEine Menge L C M heift Wegzusammenhingend, falls es fiir jedes Paar von Punkten z,y € L einen Weg ~ in L von x nach y gibt.
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2. X ist Tangential zu L. und es existieren standard-Koordinaten p!, .., p" auf L. (also p', .., p* zyklisch) nach

Sy X -+ x Sy xRF
—_——
Tk
so dass in diesen Koordinaten gilt:
3!
Xy = , 2 1 const
Hn
das heifst
X
wt " ’LC (péa 7Pg) = (p(1)7 (X%} p(T)L) + t- (%17 ey %n)

3. Sind fiir irgendein k € {1,..,n} die Mengen {F}, : const} kompakt, so ist L. sogar diffecomorph zum Torus

Slx...x 6!
N—————
Tn

und man kann in einer Umgebung!? U, = T" x D von L. Koordinaten ¢!, .., ¢" s, .. s" finden, so dass s!,..,s" auf
CR7Z
L. konstant sind, ¢’ genau die zyklischen Koordinaten ¢ : Uy, — T™ sind, und gilt:

vl (S)

w=dpAds, Xg= #n(s) , F, = Fi(s) (47)

Die Koordinaten ¢’ nennt man Winkelvariablen, die Koordinaten s' Wirkungsvariablen. Zusammen bilden sie ein System
kanonischer Wirkungswinkelkoordinaten.

4. Ist @ € A'M mit do = w gegeben, so kann man diese Koordinaten s',..,s™, o', .., ™ bilden durch Differentiation und
Integration.

Beweis

Es seien hier 51 = R/Z.

1. e Behauptung: Die Xr, und Xy sind tangential zu L., das heift gotXFi/H (z) € L., z € L.
Beweis: Wegen

SF [0 @)] = dR(xn) = (R B} =0

ist
ze€l. = Fi(x)=¢ Vi & F; (sofpj(;v)) Vi = SDtXFj () € L.
Analog auch fiir Xg.
e Definieren die Abbildung
®:R"x L, — L,
gemaf
O(ty,..,ty)(x) = @ffFl 6.--0 (pim ()

Dann ist tatséchlich ®; : L. — L. (da L. invariant gegeniiber ®). Wegen [X Fis X Fj] = 0 und der linearen Unabhén-
gigkeit der Xp, (vgl. Korollar 4.2.3) ist ® nach Lemma 4.4.8 eine transitive, lokal freie Operation von (R™, +) auf
L.

12Das heifit eine L. enthaltende offene Menge.
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e Behauptung: Der Stabilisator St von (R™, 4, ®) nimmt die Form

k
St = {Zmﬂ)l tmy; € Z}
i=1

an, fiir geeignete, linear unabhéngige v; € St und k < n.

Beweis: Da (R™,+, ®) lokal frei operiert, das heifst St NUy = {0} fiir geeignete Umgebung Uy > 0, folgt nach Satz
4.4.1 die Behauptung.

e Nach Abschnitt 4.4.7 ist nun L. identifizierbar mit R™/ St, wobei wir 0.B.d.A Koordinaten p’ withlen kénnen so dass
0pi Z v, i =1,.., k. Somit ist R"/ St identifizierbar mit S x --- x S xR?~k:
| ———

k mal
(A1)
[Z Ax] - o
i=1 Akt
An
das heiRt L. = R"/St =T x R"~F,
2. e Behauptung: In den Koordinaten (p', .., p") 2 T* x R" =% ist Xy = (51, .., 52,) mit 2 : const.

Beweis: Da die Xf, linear unabhéingig sind und kommutieren, kénnen wir sie 0.B.d.A als Koordinatenvektorfelder
0pi = Xp, auf L. auffassen, fiir die gilt

B 8}7|z Fi
=5
Nach Lemma 3.6.13 iiber Vektorkomponenten héingen die Komponenten der 9,; nicht von den Koordinaten z* ab,

das heif’t es gilt
Opt = Z P10
J

fiir konstante pz . In diesen Koordinaten ist dann wiederum

Xu.0,] = Y1
J

:const
LC

[896“‘%"] = [XFwapj] =0, (FY)

[XH7 8937] =0
N—_———
[XH’XFJ]:O

so dass analog die entsprechenden Koordinaten von Xy nicht von den p’ abhiingen, das heift

71
Xpg = : , ;. const

Hn

3. Es seien fiir irgendein k € {1,..,n} alle Mengen {F}, : const} kompakt und L. bzgl. der F; nicht ausgeartet.

e Da die dF; auf L, linear unabhéngig sind, sind sie dies auch in einer Umgebung von L..

e Wegen L, C {F} : const} ist L; (als abgeschlossene Menge) fiir jedes b ebenfalls kompakt. Doch da L; auBerdem
diffeomorph zu T% x R™~* ist, muss k = 0 sein, das heift es ist tatsichlich Ly = T".

e Betrachten eine zu L. transversale, beschrankte Untermannigfaltigkeit M™, dazu die Operation
R X M — M, &y, (a):=¢; " 0--0pr™(a)

von R" auf M. Dann ist
SR y) =T"
——

Lrw)>3y
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bzw.
Uy, =R, M™)=T" x D"

DL,

mit den standard-Koordinaten
(pl, Wpt) U, =T, (F1,..F,): Uy, — D"

Es ist tatsdchlich Uy, = T™ x D", da man jedem x = ®;(y) € Ur,, y € D" eindeutig ein Blatt Lg,) zuschreiben

——
~Tn

kann; auf diesem sind dann die Koordinaten p’ festgelegt. Anderseits sind die F; auf ganz Ly (,) konstant und stellen
auf D™ Koordinaten dar, das heift y (und somit das Blatt Lg(,) = Lp(y)) ist eindeutig durch die Werte F; festgelegt.
Es sei nun D" 0.B.d.A eine Kugel in R™.

Abbildung 26: Zur Konstruktion von Uy,

Somit nimmt w in Uy, die allgemeine Form
w= Y aydp' Ndp! + Y bi;dF' NdFT + Y cijdp' A dF?
ij=1 ij=1 ij=1
an.

e Behauptung: Auf jedem Blatt L; verschwindet w, das heifit

=0

w|TLb

Beweis: Mit 0,: = X, (vgl. Teil 2) ist in diesen Koordinaten
(Q‘TLb)ij - w’Lb(a’Ci’aﬂ) = w(Xp, Xp,) = {XFi7XFj} =0

e Behauptung: a;; =0V i,j.
Beweis: Per Konstruktion sind 8p7z

» € TuLp () das heilit

1 1
Q5 = 50)(3’)1', apj) = 5&)’LF(I)(8pi,apj) =0

e Behauptung: ¢;; = ¢;;(F1, .., Fy,).
Beweis: Tatséchlich ist

cik = 50 (9p1,0r, ) sz (01, 0m) = Y_ plw(Xpy,0p,) = Y p] Or, Fy = pf
; ——

J

Doch nach Teil 2 waren die Koeffizienten p{ fiir jedes Blatt Ly(,) konstant, das heifit hochstens abhingig von den
F;.
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e Behauptung: b;; = b;;(Fy,.., Fy,).
Beweis: Es ist einerseits

Ob; ) . Ob;s ) - 0c;s ) . 0c;s
=dw=—2dpo* NdF* NdFI + —2LdF* NdF* N dF? + =2 dp* A dp' A dFT + =L dF*
0 w apk pe A A + Fk + ok % P + PYaC
N——
0

abij ackj k ; ; 0b; ; oc; ) . . .

= — =9\ dpF NAF' AN dFT = ) _ 8 qpk A [dF @ dF? — dF? @ dF"
|:6pk oFi | P apk — oFi | P [dF' ® ® dF"]

0b;; 8Ckx 8Ck' ; ; ;

=2 - = dp" A [dF' @ dF7

{ oot~ OF +8Fj}dp A [dF* @ dF’]
8bij . 8ij . 8cki

b
o~ ar &) "o (F) = bij = bij(F, p=0) + p*

Opk

= 2

(F)
Doch anderseits muss wegen p* : Ly, — S; gelten

bij(p* = 0) = by (p* = 1)
(Periodizitét entlang zyklischer Koordinaten), das heifst

abi]‘
apk

e Folgerung: Somit nimmt w die Form

w:dei/\wi—i-ﬁ

an, mit _ _ _ _
w" ZCide] s 6:bidel/\dFJ
— —_——
—w? o :B|DneA2Dn
Wegen
B=8pn =w|pn

ist dann auch

pn =0

dp =d(w|,.) = dw

Wegen

0=do =" dpf Ado' + dB
— ~—
t#£0 0
folgt dann auch

dw'=0 Vi=1,..n

Adpt A dFI

Demnach existieren skalare Felder s € C*°(D") so dass ds’ = w' (da D™ = B. C R") und 1-Form ¢ € A D™ so dass

8 = d¢, das heift
w:dei/\dsi+dC:d{Zpi/\dsi+C]

i=1

7

e Behauptung: Die p!,..,p" st, .., s" stellen Koordinaten in Uy, dar. Dabei seien die s* durch
automatisch auf ganz Uy, definiert.
Beweis: In den Koordinaten (p1, .., pn, F1, .., Fy,) ist
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also

Os?
det (8Fj) #0

das heiRt die s® sind funktional unabhingig, stellen also, zumindest in einer Umgebung von D™ N L., Koordinaten
dar. O.B.d.A sei so auf ganz D" (ansonsten D" kleiner withlen). Analog zu vorhin, sind so auch die s, p’ Koordinaten
auf Ur,_.

e Verbesserung der Koordinaten: Da im Prinzip ¢ € A! D™ ist, besitzt sie die Darstellung
C = Zgldsz y i = gi(sla seey Sn)
i

Setzen nun ‘ .
¢ =0+ i
Dann ist stets

0

Die neuen Koordinaten ¢’ sind sogar tatsichlich zyklisch, da bei konstantem s (also festem L;) die Koordinate ¢°
nur verschoben entlang p* lauft.

0,i

ot = Op

S

Abbildung 27: Zur Verschiebung der Koordinaten p* auf
den Blattern Ly.

1

e Behauptung: Die Koordinaten ¢!, .., ", s', .., 5" sind Darboux-Koordinaten.

Beweis: Tatsachlich ist

ngﬁi/\dsi:Zd(piJrgi) A ds :dei/\dsi+2dgi/\dsi:dei/\dsierZgi ds' = w

¢

Ferner folgt hieraus
w=d Z —s' A dy'

«

e Behauptung: Die s’ sind auf L, konstant und es gilt F = F(s).
Beweis: Per Konstruktion waren die s* Koordinaten auf D", durch die Operation ® erweitert auf Uy, . Fiir Punkt

xr € Ur, mit x = ®4(y), y € D" ist dann auch y € Ly(,) und somit F(z) = F(y) D" F(s!,..,s"). Per Konstruktion

ist auch s auf jedem Blatt L, konstant.

e Behauptung: In den Koordinaten ¢°, s* nimmt Xy die Gestallt

s1(s)

Xy = ”no(s)
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an.
Beweis: Aus Teil 1 ist bekannt dass Xp, € Ty Ly(q) liegt, also geméf

n

i - Teil 2 i )
XH:ZXH Opi —|—Z 0 0y = Z%ia,ﬂ = Xyp=sx,i=1,.,n
1 ~~ =1 ;

i=

darstellbar ist, wobei nun

ist.
4. Es sei @ € A'M so dass da = w. Es gelten die Koordinaten (p!, .., p", F1, .., F,).

1

e Fiihren nun die Funktionen ¢*,..,¢" : Ur, — R ein, definiert wie folgt: Zu Punkt

z UL.
(orvap) e T"x D°
sei Lp(y) das von x ausgehende Blatt (vgl. Teil 3). Wéhlen in Lp(,) einen Kreis
K;:S1 — Lp) =T"
in der i-ten Koordinate (das heifit nur p' wird einmal zyklisch durchlaufen und in der Kurve K; x xp werden die

{F7} konstant gehalten) und setzen
——

zp

IR

KiXZD

Behauptung: Der Wert o¢(z) ist unabhiingig vom speziell gewithlten Kreis K;.
Beweis: Es sei nun « = (xp,2p) € U, und K;, K| zwei Kreise der i-ten Koordinate. Betrachten die Zusammenzie-
hung

K!:=[0,1]x 8 = Lp) =2T", K = K;, K| = K]

Da die Xr, auf Lp(, linear unabhéingig sind und kommutieren, kénnen sie 0.B.d.A als Koordinatenvektoren ange-
——

n—dim

sehen werden. Doch wegen w(XF,, Xr,) = 0 ist allgemein w| = 0. Nach dem Satz von Stokes folgt

TLp
/ o — / o= / o+ / o= / w=20
KiXzp KiXzp Kixazp (—Ki)'Xzp ([0,1]xS1,K} )
da
/ o+ / a=10
([0,1]x{0},K£(0),¢) ([1,0]x {1}, K¢(1).¢)
_ f «

(10,11x {0},K£(0),¢)

Bemerke: Hieraus wird ersichtlich: Die o?(z) hiingen nicht von z7 ab, das heifit insbesondere sind sie nur vom Blatt
Lp(z) und demnach den Funktionswerten F;(x) abhingig.

Behauptung: Bei Anderung der 1-Form a + o' (ebenfalls mit da = w), #ndert sich die Funktion ai|UL nur um

eine additive Konstante.
Beweis: Es seien y,z € Uy, (0.B.d.A yr = z7) beliebig, dazu die Verbindungsstrecke

I:={typ + (1 —t)zp} C D"
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Dann ist

oL (y) - oh(z) = / o - / g Sigkes /@/

K,;XyD K;Xzp K;xI w
——
— f P

—K;Xzp

das heifit die Differenz of (y) — 0% () hiingt nur von w und den Punkten y, z ab. Unter Verwendung eines anderen
o', konnte dann zwar

von 0 verschieden sein, doch ergébe sich dann auch
ol (z)=0l(2)+C

das heifst es wire einfach } }

2
D Ur

Abbildung 28: Zur Definition von s* im Fall n = 2

e Behauptung: Es sind s* = —o? + C;, wobei die C; konstanten sind.
Beweis: Nach obigen Uberlegungen geniigt es die Behauptung fiir eine willkiirlichen Kreis K; und 1-Form « (mit
do = w) zu zeigen. Wahlen dazu den standard-Kreis

K;(t) = (0,..,0, L0, L,0) , tes

i.

a= Z —stdy?

%

1
/a—— / Zs] (xp)) (p")* dtpjz—si/dx:—si
j 0

K;Xzp K;Xzp dpi

und die Form

und schreiben

e Behauptung: Es ist X i = 0,
Beweis: Zu zeigen wire ds’ = w(@ -). Tatséchlich ist

{Z dp? A dsj] Z { i)ds? — ds?(9,:) dgoj] = ds’
H/—/ N——
0

i 5
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e Behauptung: dy’ = w dq
S’L
Beweis:

Op(s.a) 4o )) = Z (s, q) b(x,) @ z": Op¥(s,q) 9s’(q,p) O’
—_— i) = —_— i

0s? 05’ q - Ost ok Bst 0
k=1 k=1
WD 0.0 =0
s’ ——
0
O
Fazit

Gegeben seien die n Integrale F; und die Hamilton Funktion H auf (M,w). Gegeben sei ferner o € A2M mit da = w (in der
Physik meist schon in Darboux-Form @ = —p dq). Dann lésst sich die aus dem Satz (Teil 4) ergebende Rechenvorschrift wie
folgt zusammenfassen:

1. Bestimmung der Blatter L. = {x € M : F(z) = c}.

2. Wahl einer Basis K1, .., K, eindimensionaler Zyklen auf dem Torus L. (d.h die Zunahme der j-ten Koordinate ¢/ auf K;

ist d;;) und Integration'?
si ::_/aDargoux_/pdq -~ S:S(F)

Die s' = s'(F) sind genau die Wirkungsvariablen.

3. Bestimmung des Integrals
q

S(s.q) = / p(s, @) di

d0
s:const

Bemerke: S(s, q) ist die so genannte erzeugende Funktion der kanonischen Transformation q,p — s, ¢ (vgl. Hamilton-
Jacobi Formalismus).

4. Bestimmung der Winkelvariablen

q q
i i 0 s, q - oS S, s=s(F(q,p))
@' = /dso = / P(s,q) dq = 59 ¥(s,q) (Hap »(p,q)

0s? st
q0 d0

s:const s:const

5. Die Koordinaten s, ¢ erfiillen dann Darstellung 47 und die Bewegungsgleichungen lauten

. OH(s) . OH(s)
Q= — :const , § = — — =
0s? \?,./ 6@1
s:const

4.5 Probleme der klassischen Mechanik

4.5.1 Lemma iiber Niveaumengen von Hamilton-Funktionen

Es sei (M?",w) eine 2n-dimensionale symplektische Mannigfaltigkeit, darauf H, F € C°(M) mit
{z:H=ho}={2z:F=fo}=Q" '=Q

Dann gilt:
,u(x) 'XF|Q = )\(1‘) : XH|Q
flir geeignete skalare Felder u, A, das heift Xy und Xp sind auf @ parallel.

13Eigentlich s* = 7% [ a
K;
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Beweis: Es sei ¢ € Q und 0.B.d.A d,H,d,F # 0 (ansonsten ist nach Bemerkungen von Korollar 4.2.3 Aussage trivial).
Dann besitzt @ in einer Umgebung von a Struktur einer (2n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit. Betrachten die 2-Form
o € A2Q definiert durch

o= w| o

das heifst fiir &,n e TQ C TM ist
a(&,m) == w(&n)

Behauptung: Es ist kernel(c) = span {X g} (punktweise). Dabei ist
kernel, (o) :={£ € T,Q :Vn € T,Q :c(&n) =0}
Beweis:

e Per Konstruktion ist
7.Q = {n e TM : n(H) = 0}

so dass fiir n € T,.Q gilt

das heiflt Xg € kernel,.(0). Da kernel, (o) Vektorraum ist (klar!) ist

span {Xg} C kernel, (o)

e Es bleibt zu zeigen: dim kernel,, (¢) = 1. Withlen Darboux-Koordinaten ¢, p* auf M so dass ¢* = H ist (nach Satz von
Darboux moglich). Per Konstruktion ist dann

n
o= Z dqt A dp*
i=2

denn fiir n, ¢ € T, Q ist

> dg' A dpi] (,¢)

=2

w(n, &) = [qui/\dpil (n,6) = (dg"' Adp')(n,€)  +
i=1 e

dq* (n)dp' (§)—dq* (§)dp* (n)=0

Auferdem sind wegen
Oy H=0,q0"=0 A 0pH=0,q""20

die 042, ..04n, Op1, .., Opn Tangential zu @ (vgl. Lemma 3.7.17). In dieser Basis nimmt o die Form

0 ... 01]0]1
0 00 1
(@)=1]0 000 0
1 00 0
—~1]{0f0 ... 0

cR(2n—1)X(2n—1)
an. Abzulesen ist rang(c) = (2n — 2) also dimkernel(o) = 1.

Doch genauso ist auch
kernel(o) = span { X}

so dass der Satz bewiesen ist.
O
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4.5.2 Bemerkung iiber Hamilton-Fluss mechanischer Systeme
In der Physik wird ein zu untersuchendes mechanisches System oft als 2n-dimensionale, symplektische Mannigfaltigkeit'
(M*",w=dq A dp) mit der Hamilton-Funktion

H(q,p)= Y ¢”(a) - pipj + U(a)

1,j=1

als in p quadratische Form beschrieben. Definiert man

: ~ _9(a)
H(q,p) = Z m DipPj
i,j=1\ ,
g4

fiir irgendein konstantes hg : const, so ist ~
{H=ho} ={H =1}

Nach Lemma 4.5.1 {iber Niveaumengen, gilt dann

XH‘{H:hO} = XFI|{H:1}

Fiir ein abgeschlossenes mechanisches System kann man also stets die potentielle Energie U in den Koeffizienten g% der
kinetischen Energie unterbringen und trotzdem im Prinzip den gleichen Phasenfluss (bis auf Zeittransformation) erhalten.

4.5.3 Korollar iiber Polynomiale Integrale

Es sei (M,w) eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Darboux-Koordinaten ¢*, p* und H € C*°(M) (Hamilton Funktion)

mit der Darstellung
n

H(q.p) = Z 9" (a)pip;

Sei auferdem F' € C*° mit der Darstellung

F= ZFk , b= Z @iy i, (@) - DY - D
k i14+..+in=k

(auch unendliche Summen erlaubt). Dann gilt:

{HF}=0 & {H,F,}=0 Vk

Beweis: Wegen

w=dqAdp
folgt nach Darstellungslemma 4.2.10:
(4.2.10) w— OH OF} 0H OF}
H, F, = . . — , :
{ ’ k} Z { aqz 6]71 8p1 8qz
i=1 ~ —— N~ N~

Monom Monom Monom Monom
2. Grades (k—1). Grades 1. Grades k. Grades
in p in p inp in p

Monom (k+1). Grades in p
Mit
{H,F} = Z{HﬂFk}
k
ist {H,F} Summe aus Monomen unterschiedlichen Grades in p. Bekanntlich ist somit {H, F} = 0 genau dann wenn alle

Monomen {H, F},} verschwinden.
O

Der Ubergang von der in erster Sicht n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M™ fiir ein System mit n Koordinaten, zur tatsichlichen 2n-
dimensionalen Phasenraum-Mannigfaltigkeit, wird durch die Betrachtung des Kotangentialbiindels T*M = {(q,p)} =: M?3" vollzogen. So ist
insbesondere H : T* M — R.
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4.5.4 Suche nach Integralen

Gegeben sei die Hamilton-Funktion
n

H(q,p)= Y g”(a) pip;

i,j=1
auf der 2n-dimensionalen, symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w = dq A dp). Gesucht sind Integrale F, das heifst Felder
F € C>*°(M) mit {H,F} = 0. Da nicht-analytische Integrale angesichts der Anwendung meist ohnehin unbrauchbar sind,
konzentriert man sich auf die Suche nach analytischen Ausdriicken.
Aus Lemma 4.5.3 iiber polynomiale Integrale ist ersichtlich dass man dabei hohe Hoffnungen schon auf polynomiale (sogar
monomiale) Ausdriicke in p setzen kann. Daraus ergaben sich historisch 2 Methoden zur Auffindung von Integralen:

1. Man sucht alle Systeme der Form

die Integrale F' vom Grade 1,2,3.. usw. gestatten (Jacobi).

2. Gegeben H versucht man zu verstehen ob Integrale vom Grade 1,2,3... usw. existieren (Cartan-Kéhler-Theorie).

4.5.5 Satz von Liouville iiber Systeme mit 2 Freiheitsgraden

Es sei M? eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in den Koordinaten ¢! = z, ¢> = y, dazu die 4-dimensionale Mannigfaltigkeit
T*M? in den Koordinaten'® z,y, p,, Dy, ausgestattet mit der symplektischen Form w = dq A dp. Gegeben sei die Hamilton-
Funktion

H:T*M? —-R , H= Zgij(x,y) - il
4,J
mit g% positiv definit und das Integral F' € C>(M*) :
{H,F} =0
mit dH A dF ’ p 7 0 fiir irgendeinen Punkt P € T*M 2 (F, H also funktional unabhiingig in P). Ist F' quadratisch in p, das
heifst
F = a(z,y)ps + b(x, y)pepy + c(x,y)p}, (48)

so existieren in einer Umgebung Up von P Koordinaten Z,y so dass in diesen gilt

_ Ay Y@+ X(@)p)
H‘X(@)fy(g) » = Y(z) - X(g)

Bemerke: Per Konstruktion der pz, p; nimmt w stets die Form w = dq A dp an.

Beweis des Satzes

e Nach Satz von Riemann (ohne Beweis) existiert ein Koordinatensystem Z, 3 so dass

-+ D)
1= G ]yf : (49)
ist. Es seien ab nun 0.B.d.A z,y so dass Darstellungen 48 und 49 gelten.
e Behauptung: Die Abbildung
R:D*CcC—C , R(x+iy)=R(x,y):=F(zx,y,1,i) (50)

ist holomorph.
Beweis: R besitzt die Darstellung

R(l" y) = a(x,y) - C(l‘,y) + ’Lb(l‘,y)

5Dem Element (z,y, pzdz + pydy) € T*M? entsprechen also die Koordinaten (4, Ya, Pa, Py)-
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Ferner gilt

OH OF OH OF
OﬂiF}E;{aﬁaﬂ@ﬂ&f}

10X 1 9
2, .2 2,2
=— (pm +py) (2apy + bpy) - e (pr +py) (2¢py + bpg) - ﬁ@iy
2p, [Oa , Ob Jc 4 2py [Oa 5 ~ Ob dc 4
A [8331’1: + gz PPy + ozt A Bypm + 8ypzpy + aypy

Nach dem Fortsetzungssatz {iber komplexe Funktionen muss {H, F'} auch in einer Umgebung von C verschwinden.
Insbesondere fiir p, = 1 und p, = 7 ergibt sich

N O B TR T
|0y 0x  Ox oy 0Oy Ox

das heifst
d(a—c) 0b dla—c)  0Ob

or Oy oy oz

was genau den Cauchy-Riemann DGL entspricht!
Behauptung: Allgemeine holomorphe Transformationen
x4 1y — u(z,y) +v(z,y)

erhalten die Form von H, das heiftt in den neuen Koordinaten u,v nimmt H stets die Form 49 an.
Beweis: Per Konstruktion transformieren sich die Koordinaten p; bei der Transformation q — q geméf

; du v ou ow
= %pj PR ( Pz ) _ ox  Ox . ( Pu ) hologorph Ox oz ' < Du >
an Dy u v Do o ou o
o % dx Oz
das heifst 2 2
1 ou v
H = ou dv (2 )
Az (u,v), y(u,v)) [(&r) + (896) ] (p: +p3)
X(u,v)

Die Funktion R (definiert in 50) ist Koordinatenabhéngig (da die Darstellung von F' koordinatenabhéngig ist). Es sei

R(u,v) := F(u,v,1,i) die entsprechend definierte Funktion in den neuen Koordinaten u, v.
Behauptung: Es gilt:

R(u,v) = R(M’y(u_’v)). <d(u—|—w)>2

N d(x +iy)
w z(w)

an.
Beweis: Analog zu vorhin schreiben wir

ﬁ(w) = F(w, 1,7) =a(z(w)) (g;tpu + ggipv>

w0 (2t 209 (=2 2,) 4 clotw) (- 2+ 2, )
z(w axpu awpv ampu &va clz\w arpu aajpv

_ @_A'_@ 2_|_b %4_@ _@_’_'@ + _@J’_’% ’
- ox 2817 or Zax ox z@:ﬁ ¢ ox 281‘

= |a(z(w)) — c(z(w)) + ib(z(w)) | - %+’% QZR('Z(w))' % 2
| I

Pu=1
Pv=i
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e Behauptung: Man kann u, v so wihlen dass R(u,v) =1 ist.
Beweis: Gegeben sei R(x,y) mit R(zp,yp) # 0. Dann erfiillt in einer Umgebung von (zg,yo) die Transformation
z w

—— ——
(x 4+ iy) — (u +iv) definiert durch

[
w(z) :Z[m dz

genau diese Bedingung, denn
dw 1

dz /R(z)

das heifst

Rw) = R(=(w)) - (Cf;“) =

Bemerke dass w(z) wohldefiniert ist, da das Integral wegunabhéngig ist. In diesen Koordinaten ist nun a = ¢+ 1 und
b =0, das heifst
F = (c+L)p; +cp;

e Nach obigen Uberlegungen kann man nun 0.B.d.A H und F in den Darstellungen

i+,
M, y)

F=(c+)ps+cp, , H
annehmen. Aus 0 = {H, F'} folgt

0= {HFY =22+ ) [+ D35 o + Sy L i Do

10X 18c ; c ox  10c
o 3 o Lor 10dc 3, .2 eon 1o
- 2{(px+pypx) [(C+1))\2 ox + )\Bm] * (py+pxpy) [AQ 0y " )\By]}

Insbesondere miissen somit bekanntlich die Koeffizienten vor den verschiedenen Potenzen p;pé verschwinden:

oA Jdc o\ Jdc

9(ch) d(cA)
Ox + Ay

g

Durch Differenzieren der Ausdriicke erhalt man
02\
0xdy

=0 = A=X(x)-Y(y)

und mit 9, (cA) = 0 entsprechend )
(X (2) =Y(y)) - cla,y) = X(x)
Mit 0z (cA) + 9, A = 0 ergibt sich

dX dXx .
—+—=0 = X=-X+C, C:const
dx dx
also C - X(x)
- X(x
c(x,y
9 = ¥ - vy
und somit ) ) ) )
g Petpy F:(C_YWMHC_XMy
X-Y '’ X-Y
Mit X, := X — C, Y, :=Y — C ergeben sich schliellich die Darstellungen
o v: + 1, ina@mi+xxwﬁ
Xi(z) = Yaily) Yi(y) — Xi(2)
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