Stochastik I
Maf3— und Integrationstheorie 2009

3. Serie

1. Fiir ein Ma8 p auf einer o-Algebra A wird A, durch
A, :={B CQ : Es existieren Ay, Ay € Amit Ay C B C Ay und (A4 \ 4;1) =0}
definiert.

(a) Zeigen Sie, dass A, eine o-Algebra bildet mit A C A, C A,-. Hierbei bezeich-
net A,- die o-Algebra der bzgl. ©* (von p erzeugtes dueres Mafl) messbaren
Mengen.

(b) Beweisen Sie, dass durch ji(B) := pu(A;) mit Ay € B C Ay und p(Ax\ A1) =0
ein Ma8 11 auf A, definiert wird. Insbesondere ist zu zeigen, dass fi(B) nicht
von der speziellen Wahl von A; abhéngt. Beweisen Sie p = i auf A. Welches
Maf fi erhélt man, wenn fi(B) durch pu(As) mit Ay wie oben definiert wird ?

(c) Weisen Sie die Identitét g = p* auf A, nach.
(d) Bestimmen Sie A, und g fiir 4 = 0, mit einem gewissen x €  und einer
beliebigen o—Algebra A auf ).

Bemerkung: A, nennt man die Vervollsténdigung von A beziiglich des Mafles p,
und 7 ist dann die Fortsetzung von p auf die vervollstéandigte o—Algebra.

2. Das Lebesguesche duflere Maf§ auf R? werde mit A\ bezeichnet. Es gilt also

Ay(B) = inf {Zvold(Qj); B C U Q; , Q; halboffener Quader in Rd} (1)

j=1 j=1
fiir jede Teilmenge B C R,
(a) Zeigen Sie, dass die duBeren Mafle, die man erhélt, wenn man in (1) die halb-

offenen Quader durch abgeschlossene bzw. offene Quader ersetzt, mit A} iiber-
einstimmen.

(b) Beweisen Sie nur unter Verwendung von (1), dass fiir jede abzidhlbare Menge
B C R? stets \3(B) = 0 gilt.

(c) Zeigen Sie, dass eine Teilmenge B in R? dann und nur dann Lebesgue-messbar
(Aj—messbar) ist, wenn

volg(Q) = Ag(Q N B) + A3(Q N BY)

fiir alle halboffenen Quader @ C R? gilt. Bleibt die Aussage richtig, wenn
man halboffen durch offen bzw. durch abgeschlossen ersetzt 7 Wie sehen diese
Bedingungen fiir d = 1 aus ?

3. Sei A} das duBlere Lebesguesche Mafl auf R?. Berechnen Sie \3(B) fiir eine Gerade
B in R%
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