Stochastik I
Mafi— und Integrationstheorie 2009

1. Serie

1. Sei A eine Algebra von Teilmengen aus 2. Zeigen Sie, dass die Algebra A dann und
nur dann eine o—Algebra ist, wenn sie eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

(a) Aus A} C Ay C--- und A; € A folgt Uj’;l A; e A
(b) Aus Ay 2 A3 O --- und A; € Afolgt 72, A; € A
(c) Fiir Ay, Ay, ... aus A mit A4; N A; =0 falls i # j, folgt U2, A; € A.

2. Sei & C P(Q) ein beliebiges nichtleeres System von Teilmengen von € und sei
Ay € o(€) eine feste Teilmenge. Zeigen Sie, dass es ein abzéhlbares Teilsystem
50 C & mit A() € 0'(50) glbt
Hinweis: Betrachten Sie | J{o(S); S C &, S abzéhlbar}.

3. Ein System R von Teilmengen aus {2 heifit Ring, wenn stets

(i) DeRrR
(ii) A BeER=A\BEeR
(ii) A, BeR=AUBeR

gilt.

(a) Zeigen Sie, dass ein Ring stets N—abgeschlossen ist.

(b) Beweisen Sie, dass eine Teilmenge R C P(£2) dann und nur dann einen Ring
bildet, wenn [R, A, N] ein kommutativer Ring im Sinn der Algebra ist. Dabei
entspricht A dem sonst iiblichen + (Addition)und N dem - (Multiplikation).
Hinweis 1: Die symmetrische Differenz A A B zweier Mengen A und B ist als
(A\ B)U (B \ A) definiert.

Hinweis 2: Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen + und - ist bekannlich
ein Ring (im Sinn der Algebra), wenn (R, + ) eine abelsche Gruppe bildet, die
Multiplikation - assoziativ ist und die iiblichen Distributivgesetze gelten.

(c) Beweisen Sie folgende Aussage: Ein Ring R ist dann und nur dann eine Algebra,
wenn 2 € R gilt.

(d) Zeigen Sie, dass zu jeder nichtleeren Teilmenge & C P(f) stets ein kleinster
Ring R mit £ C R existiert. R heifit der von £ erzeugte Ring.

(e) Sei Q eine beliebige iiberabzihlbare Menge und sei £ die Gesamtheit der ein-
punktigen Mengen von (). Bestimmen Sie den von £ erzeugten Ring, die er-
zeugte Algebra sowie die erzeugte o—Algebra.

4. Es sei 41 € Ay C --- eine Folge von o—Algebren auf . Zeigen Sie, dass |J -, A,
eine Algebra bildet, i.a. aber keine o—Algebra.
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