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Lemma 01

Fiir Zahlen ay,,, > 0, n,m € N die in m und n jeweils monoton wachsend sind, gilt:

lim lim a,.;, = lim agg
k—oo

n—oom—0o0

Beweis: Da (anm)m monoton wachsend ist, existiert der Grenzwert

lim a,m, =: ay
m—0oQ0

Dabei sind die a,, auch wieder monoton wachsend, nennen

a:= lim a, = lim lim a.,.,
n—oo n—oom —0oo

Fall: a = oo, das heifét
VM>0:dny:VYn>npy:an>M4+1

also
VM>0:dnpy:Vn>ny:dmy:Vm>my: apm >M
~—~

<(1n+1,7n

Wegen an+1.m > Gnm kOnnen wir 0.B.d.A annehmen dass die m,, fiir ein festes M fiir alle n > njy; konstant sind (— m,, =
Mp,, ), das heiflt
VM>0:3ny, Imu, :Vn>ny Vm>me, : G > M

Setzen wir N := max{nps, mpn,, } so ist
VM>0:dN:VYn>N:ayy>M

also
m vy = oo
Fall: a € R, also a,, T a € R bzw.
Ve>0:dn.:Vn>n.:a, € [a—%,a}

das heifst
Ve>0:dn.:Vn>n.:3I3my:Vm>my: anm € [a—¢,q]

Analog zu vorhin, kénnen wir annahmen dass fiir festes ¢ die m,, fiir n > n. konstant sind (— m, = m,,_) also
Ve>0:3IN.:Vn>N.:ap, €la—ce,q]

daS helﬁ‘
i
Nlm any =a O

Bemerkung: Die Monotonie in nur einem Index ist im allgemeinen nicht hinreichend. Beispiel:




Lemma 02

Sei (M, M, u) ein beliebiger Mafraum und N € M eine Nullmenge: u(N) = 0. Dann folgt fiir beliebiges A € M: Ist
(NN A) =0, so ist auch p(A) =0.
Beweis: Es sei u(N°N A) = 0. Dann gilt:

0= u(N°NA) = p(A\ N) "L

(A) = p(N) = p(A)
i
O
Aufgabe 01

a) Die Standardnormalverteilung ist definiert auf (R, Z(R))

37%
ws(A) ::/ A(dz)
V2
A \/7—-{/
dis >0

messbar

da stetig
Per Konstruktion ist ps << A, da definiert iiber eine Dichte.

b) Die Poisson-Verteilung ist auf (R, Z(R)) definiert geméaf

o0 ’]"n .,
p = e Oy
n=1
mit der Ereignisrate » > 0. Obwohl

ist

A{1H) =0
1
pp(11)) = = #0
das heifit es ist nicht p, < A.

¢) Ganz analog ist auch die Poissonverteilung auf (N, Z(N)) definiert gemaf

o n

T —-Tr
pp =2 e O

n=1

Ist m(A) =0, A C N so muss A = () sein (da m Zéhlmag) sein und somit offensichtlich y,(A) = 0. Die Dichte
von L, bzgl. m ist gegeben durch

ditp
diy ="

dm
am = 2wl

n=1
ist

N

d) Bekanntlich ist die Standardnormalverteilung ps ein Wahrscheinlichkeitsma®, das heift insbesondere o-endlich. Ferner

dus e =
= >0 VzxeR
dx V271
Nach Aufgabe 02 (c) folgt dann auch A < ps und

d\ 1 22
d = W V4 277 . 67
Hs X



Aufgabe 02
a) Essei A € M eine m-Nullmenge, das heifit m(A) = 0. Dann ist

(ap + bv)(A) L ap(A) +bv(A) =0
7

das heift es ist ap + bv < m. Da m o-endlich ist, existieren die eindeutigen (bis auf Nullmengen) Dichten

dp _, W s,
dm - m/’% dm - m

und es gilt fir A € M:

(ap + bv)(A) = ap(A) + br(A) < /amu dm+b/amu dm PR /(a@mu—i—b@ v) dm
—— —
A

>0
messbar

das heifst es ist
Om(ap + bv) = aOpm i + 6OV

m-fast iberall. Diese Dichte ist eindeutig, da (ap + bv) absolut stetig bzgl. m ist.
O

b) Es sei m(A) fiir ein bestimmtes A € M. Da p < m ist p(A) = 0. Da v < p ist dann auch v(A) = 0. Somit ist v < m
und es existiert die Dichte 0,,v. Die (bis auf Nullmengen eindeutigen) Dichten 9,,v, O, sind nicht negativ, messbar,
das heiit es existieren nicht-negative, einfache Funktionen f, T 0,v, gn T Ompu:

N, Mn
fn = Z 1Anank y Gn = Z 1BnlCTan
k=1 =1

Somit gilt fiir A € M:

2

n

A):/auz/ dp = lim /fn dp = lim /1A~fn dp = lim /1,4- 1a,, For dp = lim Z/lAlAM nk dp
A A

i i k=1 B=13 1. -
N”L Nn Nn
= lim g Fop - p(ANAug) = hm E Fo - / Omp dm = lim E Fo - hm / Gm dm
n—oo n— n—oo
T ANAnk AﬂAnk
N, M,
= lim E Fnk hm /1AﬂA & E 1B i ml dm = lim E Fnk lim E /1A0AnkﬂBmz 'Gml dm
n—oo n—oo m— 00
=1 e 1=1 1=1},
Ny My,
= lim lim E Fx E /Gml 14nA, 0B, dm = lim lim g g FokGmila,,ng,, dm
n—oom—oo —1 =1 \q,_/ n—oom—oo =1 1=1
M la-la, 0B, -
fn'gnz

nicht-negativ

einfach
. . / N Lemma 01 .
= lim lim / fn gm dm = lim [ f,- g, dm
n—oom—oo n—oo
A A
=ianm>0

monoton wachsend
in n und m



Wegen f, - gn T Ouv - Ompt ist also

v(A) = lim In - gn dm e /Qﬂ/ O dm
A A

das heifst es ist
OmV = Oy - O

m-fast iberall.

Variante: Aus der Vorlesung wissen wir fiir messbare (erweitert reell) Funktionen h:

[ 1) dute) = [ hia) @) dm(e)

dm
A A

dv dv du
A= | —dpu= [ —— d
v(4) /d,u K dp dm mn
A

Somit folgt sofort

A
O

Es sei A € M mit pu(A) =0, das heifst

——
>0

M(A):/amudm:/1A~8mu m=20
A M

Dann ist 14 - O = 0 m-fast tiberall:

m({Omp # 0}NA) =0 "2 4) =0
N———

{Ompu=0}°
1
also ist m < p. Somit existiert d,,m. Die Funktion - ist messbar (erweitert reell), denn fiir A = [—o00,a), a € R ist
dm
mit
(1,0] a<0
1 1 1 | 1
A:{ yGA}Z [—O0,0]U(E,OO] a>0 6%(]&),6:00,5:0
(—00,0] a=0
entsprechend
-1 1
1 du 1
H @=lin] (3) e

—— ——
messbar E%(R)

1 1 du

Somit folgt dann

A dm A dm A
das heifst ) p
o = an m fast Uberall
12 d’u

dm

Jede m-Nullmenge ist auch pu-Nullmenge, das heifst es ist auch

1 d
o = dﬂ w fast iiberall
am



Aufgabe 03

2)

Richtung "=-": Indirekter Beweis: Es sei ¢ > 0 so dass
Vé>0:3Aco :m(A) <5 A p(Ad) >e¢ (1)

Wihlen eine Folge 6, — 0 die geniigend schnell abfillt so dass
~—
>0
lim > 6, =0 (2)

k—oo
n=~k

(z.B d,, :=27") und dazu entsprechende Mengen A,, € & mit m(4,) <6, A u(A,) > e. Definieren dazu

Bk = U An

n>k

Dann gilt:

m(By) < m(A,) < Op < 00 3

(Br) < Z_:k (4,) < Z_% (3)

" <e, "=
Beokn 3) <,
m (ﬂ Bk> MR fim m(Bg) < lim On @ 0
k—oo k—oo
keN n=k

Jedoch ist

p endlich

I ﬂ By, BetaiCBe i w(Bg) > inf u(Ag) > ¢

keN k=00 o — kENS~— —
>u(A) >e

was ein Widerspruch zu p < m ist.

Richtung "<": Es gelte:

Ve>0:36.>0:VAed :m(A)<§ = p(d) <e (4)
und es sei m(A) = 0 fiir ein A € M. Da m o-endlich ist, ldsst sich m eindeutig von &7 auf M = o(<7) fortsetzen und
es gilt

A)= inf B
m(A)= infm(B) )

Indirekter Beweis: Annahme: u(A) = ¢ > 0. Sei 0 < € < ¢ beliebig, dazu d.. Nach (5) existiert ein B € 7, mit
m(A) <m(B) <., ACB

wobei
B=|JBu. BuCBua€d
neN

das heifst insbesondere
m(B,) <m(B) <6, — p(B,) <eVneN

Aufgrund der Stetigkeit von unten gilt
w(B) = lim u(By) <e
n—oo

und wegen A C B sogar p(A) < p(B) < e was ein Widerspruch zu p(A4) = ¢ > ¢ ist.

Fiir die Algebra

ﬁfﬁ{U[ak,bk)CRiOOSCLkakSCLkHSOQ nEN}
k=1
gilt nach Ubungsserie 06: o(%7) = Z(R). Aukerdem ist \ auf &/ g-endlich, denn

R=|J[-nn], A([—n,n)) =2n < oo

nez cof



Dann ist nach Teil (a) 4 < A genau dann wenn V € > 0 ein . existiert mit

VAed 1 MA) <. = p(A)<e

n
Doch fiir A = U [ak,br) € o ist genau
k=1
paarweise
disjunkt

(U ak, b ) TN NJars br) = Y (b — ax)
k=1

—_———
k=1 k=1

(bk—ak)

d

un n ad N F monoton "

o—additivitat wachsen
(U ak, by ) = > pan,by)) BN TP (by) — Fay)]
k=1 k=1 k=1
F(bx)—F(ay)
O
Aufgabe 04

Nennen A := T* o T und betrachten das System
S= {zZ = ||Ta;|| ™" Ty :i=1,..,n, Ta; # O}

wobei die z1,..,x, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A zu den jeweiligen eigenwerten \; bilden. Fiir beliebige
2,25 € S gilt dann:

dij
——
— — <TI1,TI]> <1‘17T*Tﬂjj> <xi,xj>
(zi,25) = (Tl ™+ T, | T | ™ T ) = - — -
v L nin I TN Ty~ [Tl [Tl ~ ™ [Tl - Ty

6ij )\161] analog )\iéij

T T (T, Tazs) Ai (@i, ) !
A
£0
da [T 10

das heift S ist ein Orthonormalsystem in R™, und kann somit zu einer Orthonormalbasis {z1, .., z,} fortgesetzt werden.
Definieren wir

Ol’i =2z
so ist bekanntlich O : R™ — R™ eine orthogonale lineare Abbildung (da Basistransformation zwischen zwei Orthonormalba-
sen). Definieren wir schlieflich den Endomorphismus

S:R" ->R", Sz;:=Tx;, i=1,..,n
so gilt
SOx; =Sz, =Tx; — So0=T
—~

Zu zeigen bleibt: S ist symmetrisch, das heifst S* = S. Tatsédchlich gilt:
Tx; Tx;, Tz A;dij Aibji an:
Tl‘q',,j # 0 - <Z¢,Szj> _ < x H j> _ < X Ij> A ji analog

i 20 = = = L S2) = (Sz, 2
7ol Ml el el %30 = %)

Tx; ;=0 1 (2,8z;) = (2, Tx;) = (2;,0) = (0, 2j) = (Tx;, z;) = (Sz;, 2;)

Tx;

Tx; =0#Tx; : (z,S%)) = (2, Tx;) = || Tzl - <z,, Tz

”> 1T - (20, 23) 200 = (0.2) = (Twi, 23) = (Sza, 23)
0ij

O



