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Lemma 01

Sei (M, p) ein metrischer Raum, B € #(M) eine Borelmenge. Diese werde mit der Metrik pp := p |p zu einem metrischen
Unterraum von M. Sei f: B — R eine auf B stetige Funktion. Dann ist f - 15, definiert durch

f(x) :x€B
(F 15)(a) = { o

0 : sonst
von (M, #(M)) nach (R, #(R)) messbar.
Beweis: Der Raum (B,pp) mit pg := p |p ist metrischer Unterraum von M, so dass gilt #(B) = #(M) N B (vgl.
Ubungsserie 08). Da f : (B, pg) — (R, p) stetig ist, ist f von (B, (M) N B) nach (R, Z(R)) messbar, das heifst

—_————
#(B)

VAcB®): f (A eBnnB e B

Daraus folgt: f - 1p ist von (M, B(M)) nach (R, Z(R)) messbar, denn

YA UM\B) :0cA
VA BR): (f 15)"1(A) = €M) O
f7H4) 0¢ A

Bemerke: Insbesondere gilt das Lemma fiir M = R™.

Aufgabe 01

Betrachten die Diagonale
D = {(.’L‘l,l‘g) CR?: gy = xl} c R?

Als eindimensionaler Unterraum ist diese bekanntlich abgeschlossen. Da %(R?) bekanntlich auch alle abgeschlossenen Mengen
enthélt (da Komplemente offener Mengen) ist
Dc %(R2) Ubunggerie 11 %(R) % :@(R)
Alternativ kann man sagen: D = {z; — zo = 0} ist Borel-Menge da die Funktionen
f:R2 — R s f(l‘l,l‘g) =T — T2

und g = 0 stetig also %(R?)-messbar sind.
Somit ist insbesondere die Indikatorfunktion 1p messbar iiber 2(R?).
Definieren nun die Mafe pq, us auf (R, Z(R)):

0 :A=0

oo :sonst

.ulE)\ ) :LLQ(A)_{



und schreiben:

p2(dxa) pa(dey) = Lz, (22) pa(dza) pa(der) = | pa({21}) pa(der) = pa(day) = oo
/R/l{ll zo} R/R/einfach ]R/ o0 HE/—,_/
A(R)=00

{

//hWUMwMMﬂ !!uwunmmewm=/mqmmmma:!4;;mma=0m®ﬁﬂ

einfach R A({z2})=0 einfach
Aufgabe 02

a) Betrachten die Schnittfunktionen

fe(y) = flz,y) , fY(z) = f(x,y)

gr(y) = {flm(y) yi(o’ 1] ’ gy(SC) = {fygx) Yy i(oﬂ 1]
-y—O T2 tx =0

Diese sind fiir beliebige x,y € (0, 1] jeweils stetig und beschrinkt auf ganz [0, 1], das heifit deren Riemann-Integral iiber
[0, 1] existiert und ist identisch dem entsprechenden Lebesque-Integral:

und die Erweiterungen

$2

1

[ 5w @—/%@M@ujw@m:/wmxm
0

[0,1]

[}

Somit ist

= [ 9t a0 = [ [0y 55+ o )] M) = 25 A0+ [ Ty olo) A

[0,1] [0,1] O [0,1]

def

! / f2(y) Mdy) =: Fi(z)

(0,1]

1 1

AnaIO'F()'—/fy(a:)dx—/ y(x)dx——/ y oo dr = — L

g L'2\y) = - g - (y2+$2)2 - y2+1
(0,1] 0 0

Die beiden Resultierenden Funktionen Fi, F5 sind ebenfalls jeweils stetig und beschrankt auf [0, 1], das heifit analog zu
vorhin ist . )

[ m@ s = [R@ a=T . [ BNy = [ B di =]

(0,1] 0 (0,1] 0

b) Die Ungleichheit der iterierten Integrale resultiert aus der Tatsache dass das Integral

/fwwvme

(0,1]2

an sich nicht existiert.
Beweis:




e Die Funktion f - 1 2 ist nach Lemma 01 Z(R?)-messbar, da stetig auf (0,1]* . Somit macht
——

Borelmenge

/ (@) A2(dz) = / F(@) - Lo (2) N(da)
(01]? R?
einen Sinn.

e Betrachten

Fr=1s0 Lo = Yasyy Loz 5 7= Lg<oy - Lo = Loy - - Lo

Dann sind f* %(R?)-messbar, denn: Die Funktion h(x,y) := x — y ist stetig, also messbar, so dass die Mengen
{z >y} ={r—y >0} und {z < y} = {x —y < 0} Borelmengen sind, das heifit f* sind Produkte messbarer
Funktionen.

e Da das Integral / T A2(d(x,y)) existiert, kénnen wir nach dem Satz von Fubini schreiben

JRARER) /‘/ ) Aldy) M)

(0,1]2 (0,1] (0,1] stetlg
& beschrankt
auf [0,1]
fiir z€(0,1]

(0,1]2

Analog zu vorhin ergibt sich fiir z € (0,1]:

+ e 2 —y 1 11 * 1
/f z.y) Ady) = /f dy = /x2+y)dy_2i chy x4+ 1y y:0_2x

(0,1]

Betrachten nun die monoton wachsende, nach F'+ konvergierende Funktionenfolge
Ey o= 1pmy - F7

Fiir jedes n € N ist F,/ nicht-negativ, messbar und beschrinkt auf [1/n, 1], das heift es ist

1 1
1 1 1
/F,j(x) Adz) = / F (2) Ada) = /F;(az) dwzi/%zi-[lnx]}/nzalnn
(0,1] [1/n,1] 1/n 1/n

Nach dem Satz von Levi gilt dann

/ T A2 (d(z,y)) = /F+ Adz) = lim FF \dz) = o0

n—oo

(0,1]2 (0,1] (0,1]

Auf ganz analoger weise ergibt sich

[ 5 R ==

(0,1]
Somit ist die Behauptung bewiesen. [
Aufgabe 03
a) Die Funktion
1
x) =
f(z) @ )



ist auf M := [3,4] x[1, 2] beschrénkt, stetig und positiv. Somit ist sie messbar und es existiert das Integral / f(z) \(dx)

M
und es gilt nach dem Satz von Fubini
2
/f(:z:) N2 (dx Fubml / / f(z1,x2) A(dxo) A(dxy) = / /f Z1,x2) dre A(dxy)
M (3,4] [1,2] Stetlg [3.4] 1
& beschrankt
177 1 1 / ~1
= - Adz,) = - (dzy) = d
/ Lcl —|—x2Lz_1 (dz1) / [m1+1 x1—|—2] 1) /[ x1+2 T
[3,4] 3,4] 3
stetig
& beschrankt
auf [3,4
25
=[In(z; +1) — In(z, + 2)]951 3= lnﬂ
b) Die Funktion
T
f(x) = :

(1422 +22)3

ist stetig, beschriinkt und positiv auf M := [0,1]2. Sie ist somit messbar und das Integral /f(:v) M\ (dx) existiert, so

M
dass nach dem Satz von Fubini gilt

A[f(x) A2 (dx F“b”“// Fr1,22)  A(dws) Mday) = //1fx1,x2 dzo A(dz1)

[0,1] [0,1] stetig [0,1] O
& beschrankt
auf x1€[0,1]

messbar
da Schnittfunktion

1
1 1
= / x% [ Jlj Adzy) = / - \/2 dxq
[0,1] AL, 0 \/ + + ot
stetig
& beschrankt
auf z;€[0,1]

1

. . T . 1
= |arcsinh(x;) — arcsinh [ — =1In(1 + V/2) — arcsinh —
|: ( 1) ( \/é) :| =0 ( ) \/i

¢) Nennen um: R :=vVR.
Die Funktion f(z) := 23\/R? — 27 ist auf B%(0) := {z € R? : ||| < R} beschriinkt, positiv und stetig so dass sich



analog zu vorhin ergibt
f () X*(de) = / Lgg0)(2) - f(2) X (dz) e / Lpo 0y (z1,22) - f(z1,22) A(dw2) A(d21)
[-R,R]? [-R,R] [-R,R] stetig
& beschrankt
auf z2€[—R,R)]

B (0)

R
= / / 1po(0)(z) - f() dzo A(dz2) = flx1,22) daxo A(dxq)
[-R.R]-R

[ [
[~R,R] VRt

Vol R

37% e 2 2 2\2 2 4 4 2 2 32 5

\/R? —x?- ) Mdz,) = 3 (R? —21)” Adzy) = 3 (R* + 2] — 2R%x}) dzy = =k
B Rz_z [-R,R] stetig_ -R

[-R,R)]
& beschrinkt
auf z1€[0,R)]

d) Analog zu vorhin ist
[t 2200 2 [ (34 m) - L) 220dn) "2 [ [ (@4 0) - Lr(o,ma) M) A(d)
F [0,1]2 [0,1] [0,1] stetig

& beschrankt
auf z2€[0,1]
1 an e
/ 22+ x5) - 1p(z1, 22) do Ndzy) = (22 + x5) dxy N(dzy) = / [I%Iz + 3322} , A(dzq)
[0,1] O [0,1] «2 [0,1] —_—
stetig
& beschrankt
auf z2€[0,1]

1
Y B U S N g _ 33
/{mlJr 5 2x1] dm17140
0

e) Ohne explizit jeden Schritt aufzuschreiben, gehen wir analog zu vorhin vor

1 51 1
/(xl + 622) A (dz) = / (z1 + 623) dao dry = 76/x% dry = 7—36
0 0

F 1



=

Aufgabe 04
o-Additivitat
e Fir A € My, B € M, definieren wir die Indikatorfunktionen

1lg: My — R, 1g: My =R, 1axp: My x My - R

Dann gilt:
Vaxe M : leB(I,~) = 1A(l‘) -1p
da
V (z,y) € My x Mz : 1axp(z,y) = 1a(z) - 1B(y)
[ )
1)
/ Laxp(hy)  pa(dy) = / 1a() - 1p(y) pa(dy) = 1a(") / 1p(y) p2(dy) = p2(B) - 1a
——
Mo messbar My Mo
da Schnittfunktion
[ )
(2)
/ (M/ Laxa(e.9) pa(dy) | n(de) @ [ 1a(0) - na(B) pa(de) = r(4) - al B)
M Py My
messbar
nach (2)
und analog

/ (M/ Laxp(@,y) pa(dz) | pa(dy) = pa(A) - pa(B)
Mo 1

e Sei nun (A, x By),cy € M1 x My disjunkte Folge, mit

UAanneMlng,AEMl,BEMg

neN
—_———
=:AxB

Dann gilt zunédchst
ApXBp oo

disjunkt
laxp = E 1a,xB,

n=1



und somit

/1AxB(w y) pa(dy) = /ZlAkak(ﬂc y) pa(dy) = /nlgngozlAkak(x,y) p2(dy)

Mo Mo k=1 Mo k=1

M —messbar
monoton wachsend

o0

/ 5" Lt (09) paldy) = lim S / Lae e (@) pialdy) = 3 / Lawwp, (29) pa(dy) (+)

Mo k=1 k 11\42 k:1M2

B. Lcw

n—>oo

e Schlieftlich

/ Z/lAkak (z,y) pa(dy) | pi(dz) = /nlgr;o zn:/lAkak(x,y) pa(dy) | pa (dz)

M \F=lpp, M k=1yr,

M1 —messbar
monoton wachsend

Béev}n;oo/ Z/lAkXBk T y H2(dy) Nl dx Z//lAkXBk x y #z(dy) Nl(da:)

k= 1]\/[2 k= 1]\/11]\/[2

@iﬂl(An i/ﬂl x B)
k=1

k=1

Somit ist p auf M; x My o-additiv.

o-Endlichkeit

Da die Mafe p1, 12 o-endlich sind, existieren Folgen (A7) C M;, i = 1,2 mit
pi(A7) <oo A | J A =M
neN

Dann ist

My x My = (UA?) X (U Ag”) = |J A7 x4y
neN meN n,meN A

—_——
abzahlbar
viele

(Anm) = p(A7 x A3") = p1 (AT) - p2(A3") < oo
——

——
<oo <oo
das heifit p ist o-endlich.
Fortsetzung
Betrachten die Halbalgebra
H:= Ml X MQ

Ess ist (@) = 0, denn aus A; x Ay = 0 folgt A; =0 V Ay = () und somit p3 (A1) =0 V p2(Az) = 0. Somit existiert eine
eindeutige Fortsetzung der Mengenfunktion y : H — R zu einem PrimaR p/ : a(H) — R. Da p auf H o-endlich war, ist z/
natiirlich auch o-endlich auf a(H), da wegen

1= p
die gleichen Mengen A,,,, (wie oben definiert) verwendet werden konnen um dies nachzuweisen. Folglich existiert nach dem
Satz von Caratheodory eine eindeutige Fortsetzung des PriimaRes 1/ : ao(H) — R zu einem Maf 1/ : o(a(H)) — R.



