Ubungen zur Vorlesung
"Mafl und Integral”

SS 2008

12. Serie

1. Es seien (M;, M;,m) (i = 1,2) Makraume und f eine mefbare Funktion
auf (My x My, My ® My). Der Satz von Fubini iiber die Vertauschung der
iterierten Integrale

/Ml{ sz(x,y)mg(dy)]ml(dg;) :/Mz{ sz(ilz’,y)ml(dfﬁ)]mz(dy)

ist im allgemeinen nicht richtig, wenn man auf die Voraussetzung der o-
Endlichkeit von m; oder my verzichtet. Diese Tatsache belege man mit
einem Beispiel!

Hinweis: Man wahle (M;, M;) = (R, B(R)) (i = 1,2) und als f die Indika-
torfunktion der Diagonalen D in R x R. Man zeige, daf D zu B(R) ® B(R)
gehort. Man suche nun Make my und mgy auf (R, B(R)), so dal die obige
Gleicheit nicht erfiillt ist.

2. Es sei die Funktion f definiert durch
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(a) Man iiberzeuge sich davon, dass die iterierten Integrale
[ ] s wd [ ] e
©0,1] J0,1] ©0,1] J0,1]

s —
die (verschiedenen) Werte 1 und e besitzen.

(b) Wie ist das Ergebnis mit der Giiltigkeit des Satzes von Fubini in Ein-
klang zu bringen? Man gebe dafiir einen Beweis!

3. Mit Hilfe des Satzes von Fubini berechne man die folgenden Integrale. Dabei
vereinbaren wir die Bezeichnungen z = (z1,72) € R? und dx = A\?(dx).

(a)

1
/ — dx;
3,4]x[1,2] (z1+ z3)

4P

4P

2P



N

2
/ < dx;
0.2 (14§ + 23)

/ 22y /r —2? dx, R>0 seieine Zahl;
{z3+23<R}

F

wobei F' der Teil der Ebene ist, der von den Parabeln z; = z2 und
Ty = x? eingeschlossen ist;

(e)
/(:1:1 + 6xq) dzx,

wobei F' das Dreieck mit den Koordinaten (0,0),(1,1),(1,5) fiir die
Eckpunkte ist.

4*. Es seien (Mq, My, mq) und (My, My, my) o-endliche Makraume. Man zeige,
daf der Ansatz

m(A1 X AQ) = ml(Al) . mg(AQ) R A1 X Ag € Ml X Mg,

zu einer o-additiven und o-endlichen Mengenfunktion m auf der Halbal-
gebra M; x My fiihrt. Unter Ausnutzung von Resultaten der Vorlesung
beweise man schlieflich, dafs m eine eindeutige Fortsetzung zu einem Maf
auf (M x My, My ® My) zulakt. (Das ist ein alternativer Zugang zur Ein-
fithrung des Produktmafes).

Abgabe: 1. Gruppe: Montag, 7. Juli 2008, zur Ubungszeit
2. Gruppe: Dienstag, 8. Juli 2008, zur Ubungszeit

* Zusatzpunkte, 14 Punkte entsprechen 100%
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