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Hilfsaussage 1

Für Indexmengen Ii, i = 1, .., n und Mengen Eik, i = 1, .., n, k ∈ Ii gilt:

⋃
~k∈I1×..×In

E1k1 × · · · × Enkn
=

( ⋃
k1∈I1

E1k1

)
× · · · ×

( ⋃
kn∈In

Enkn

)

Beweis: ⋃
~k∈I1×..×In

E1k1 × · · · × Enkn
= {(x1, .., xn) : xi ∈ Eiki

, ki ∈ N, i = 1, .., n}

= {(x1, .., xn) : ki ∈ N, i = 1, .., n, xi ∈ Eiki} =

( ⋃
k1∈I1

E1k1

)
× · · · ×

( ⋃
kn∈In

Enkn

)

Hilfsaussage 2

Für Mengen-Folgen (Eik)k∈N , i = 1, .., n gilt:

⋂
k∈N

E1k × · · · × Enk =

(⋂
k∈N

E1k

)
× · · · ×

(⋂
k∈N

Enk

)

Beweis: ( ⋂
k1∈N

E1k1

)
× · · · ×

( ⋂
kn∈N

Enkn

)
= {(x1, .., xn) : xi ∈ Eiki

∀ ki ∈ N, i = 1, .., n}

= {(x1, .., xn) : xi ∈ Eik ∀ k ∈ N, i = 1, .., n} =
⋂
k∈N

E1k × · · · × Enk

Bemerke: Insbesondere für endlich viele (Eik)mk=1, i = 1, .., n ist

m⋂
k=1

E1k × · · · × Enk =

(
m⋂
k=1

E1k

)
× · · · ×

(
m⋂
k=1

Enk

)

(restlichen Folgenglieder durch die jeweilige Grundmenge ersetzen).
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Aufgabe 01
NennenM :=M1 ×M2.M ist tatsächlich eine Halbalgebra über M denn:

(i) Wegen Mi ∈Mi ist auch M = M1 ×M2 ∈M

(ii) Für A = A1 ×A2, B = B1 ×B2 ∈M, Ai, Bi ∈Mi ist auch

A ∩B Hilfsaussage 2
= (A1 ∩B1)︸ ︷︷ ︸

∈M1

× (A2 ∩B2)︸ ︷︷ ︸
∈M2

∈M1 ×M2 =M

(iii) Für A = A1 ×A2 ∈M, Ai ∈Mi ist

Ac = {(x, y) : x /∈ A1 ∨ y /∈ A2} = {(x, y) : (x /∈ A1 ∧ y ∈ A2) ∨ (x ∈ A1 ∧ y /∈ A2) ∨ (x /∈ A1 ∧ y /∈ A2)}

= {(x, y) : x /∈ A1, y ∈ A2}
+
∪ {(x, y) : x ∈ A1, y /∈ A2}

+
∪ {(x, y) : x /∈ A1, y /∈ A2}

= ( Ac1︸︷︷︸
∈M1

×A2)

︸ ︷︷ ︸
∈M

+
∪ (A1 × Ac2︸︷︷︸

∈M2

)

︸ ︷︷ ︸
∈M

+
∪ (Ac1 ×Ac2)︸ ︷︷ ︸

∈M

Aufgabe 02
SeiM :=M1×· · ·×Mn und S eine beliebige σ-Algebra überM , bezüglich der die AbbildungenXi messbar sind. Betrachten
wir Xi, so muss definitionsgemäß gelten:

∀ A ∈Mi : X−1
i (A) ∈ S

also per Konstruktion der Xi:

X−1
i (A) = M1 × · · · × A

↑
Stelle i

× · · · ×Mn ∈ S ∀ A ∈Mi , ∀ i = 1, .., n

Da S eine σ-Algebra ist, muss für Ai ∈Mi, i = 1, .., n gelten:

X−1
1 (A1) ∩ · · · ∩X−1

n (An) =
n⋂
i=1

M1 × · · · × A
↑

Stelle i

× · · · ×Mn


Hilfsaussage 02

= [A1 ∩M1 ∩ . . .M1]︸ ︷︷ ︸
A1

× [M2 ∩A2 ∩M2 ∩ . . .M2]︸ ︷︷ ︸
A2

× · · · × [Mn ∩ · · · ∩Mn ∩An]︸ ︷︷ ︸
An

= A1 × · · · ×An ∈ S

das heißtM⊂ S und somit σ(M)
S σ−Algebra

⊂ S .
Andererseits ist für jedes A ∈Mi

X−1
i (A) = M1︸︷︷︸

∈M1

× · · · × A︸︷︷︸
∈Mi

× · · · × Mn︸︷︷︸
∈Mn

∈
n

×
i=1
Mi︸ ︷︷ ︸
M

⊂ σ(M)

das heißt die Xi sind über (M,σ(M)) messbar.
Somit ist σ(M) die kleinste σ-Algebra bezüglich der die Abbildungen Xi messbar sind.
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Aufgabe 03

Zeigen:
n⊗
i=1

B(R) ⊂ B(Rn)

Sei O die Menge aller offenen Mengen in (R, |·|). Aus Aufgabe 02 wissen wir:
n⊗
i=1

B(R) ist kleinste σ-Algebra bzgl. der die

Projektoren Xi : Rn → R messbar sind. Zu zeigen wäre also:

σ(X1, .., Xn) ⊂ B(Rn)

Dabei ist
σ(X1, .., Xn) = σ

(
X−1
i (Bi) : Bi ∈ O, i = 1, .., n

)
denn es ist Xi messbar bzgl. σ(X1, .., Xn) genau dann wenn X−1

i (Bi) ∈ σ(X1, .., Xn) ∀ Bi ∈ O und O ist Erzeugendensystem
von B(R).
Zu zeigen wäre also: ∀ i ∈ {1, .., n} ∀ Bi ∈ O:

X−1
i (Bi) ∈ B(Rn)

denn dann folgt
σ
(
X−1
i (Bi) : Bi ∈ O, i = 1, .., n

)
⊂ σ(B(Rn)) = B(Rn)

Die Projektion Xi ist stetig von (Rn, ‖·‖) nach (R, |·|), das heißt das Urbild X−1
i der offenen Menge Bi ist offen in (Rn, ‖·‖)

und somit X−1
i (Bi) ∈ B(Rn). Demnach ist

n⊗
i=1

B(R) ⊂ B(Rn)

Zeigen: B(Rn) ⊂
n⊗
i=1

B(R)

Es sei G ⊂ Rn offen, das heißt für x = (x1, .., xn) ∈ G:

∃ ε : Bε(x) ⊂ G

Weiter existiert für jedes xi ein r(xi) ∈ Q, δ ∈ Q mit 2δ ≤ ε√
n
, so dass

|r(xi)− xi| < δ ≤ ε

2
√

2

gilt, also

(x1, .., xn) ∈
n

×
i=1

[r(xi)− δ, r(xi) + δ]

Doch es ist
K(px, qx) :=

n

×
i=1

[r(xi)− δ, r(xi) + δ] ⊂ Bε(x)

denn für y ∈ K(px, qx) ist

‖x− y‖ =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 ≤

√√√√ n∑
i=1

(2δ)2 ≤ ε

das heißt ∀ x ∈ G : ∃ p(xi) < q(xi) ∈ Q so dass

n

×
i=1

(p(xi), q(xi)) = K(px, qx) ⊂ G

und
G ⊂

⋃
x∈G

K(px, qx)
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Doch da nur abzählbar viele K(px, qx) existieren können (da Q abzählbar) ist G Vereinigung offener Mengen, da für jede
dieser Mengen gilt:

K(px, qx) =
n

×
i=1

(p(xi), q(xi))︸ ︷︷ ︸
offen︸ ︷︷ ︸

offen
da Kartesisches Produkt

offener Intervalle

∈ B(Rn)

Somit:
G =

⋃
k∈G

K(px, qx)︸ ︷︷ ︸
abzählbar

viele

∈ σ (B(R)× · · · ×B(R))︸ ︷︷ ︸
n⊗
i=1

B(R)

also

B(Rn) = σ ({G : G ⊂ Rn offen}) ⊂
n⊗
i=1

B(R)

Aufgabe 04
• Nennen

E := {E1 × · · · × En : Ei ∈ Ei, i = 1, .., n} , M := M1 × · · · ×Mn

Wegen (Eik)k∈N ⊂ Ei ⊂Mi ist
E ⊂M1 × · · · ×Mn

und somit
σ(E) ⊂ σ (M1 × · · · ×Mn) =M1 ⊗ · · · ⊗Mn

• Zum anderen sind die Abbildungen Xi : M →Mi definiert in Aufgabe 02 über σ(E) messbar, denn:
Laut Aufgabe 02 gilt für eine Menge Ei ∈ Ei ⊂P(Mi):

X−1
i (Ei) = M1 × · · · × Ei

↑
Stelle i

× · · · ×Mn

Wegen
⋃
k∈N

Ejk = Mj , Ejk ∈ Ei gilt

⋃
~k∈Nn

E1k1 × · · · × Ei
↑

Stelle i

× · · · × Enkn︸ ︷︷ ︸
∈E︸ ︷︷ ︸

∈σ(E)
da Nn abzählbar

Hilfsaussage 1
=

(⋃
k∈N

E1k

)
︸ ︷︷ ︸

M1

× · · · × Ei × . . .

(⋃
k∈N

Enk

)
︸ ︷︷ ︸

Mn

= M1 × · · · × Ei × · · · ×Mn = X−1
i (Ei)

das heißt
X−1
i (Ei) ∈ σ(E) ∀ i, Ei ∈ Ei

Da die Ei Erzeugendensysteme fürMi sind, gilt sogar

X−1
i (Ei) ∈ σ(E) ∀ i, Ei ∈Mi

das heißt die Xi sind messbar von (M,σ(E)) nach (Mi,Mi).

• Laut Aufgabe 02 muss dann
M1 ⊗ · · · ⊗Mn ⊂ σ(E)

und somit
M1 ⊗ · · · ⊗Mn = σ(E)

sein.
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