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Aufgabe 01

a) Essei I =[a,b] C R ein endliches Intervall mit b > a. Dann ist D an jedem Punkt € I unstetig, denn:

e Die Mengen Q und R\ Q sind beide dicht in R.
o Ist z € Q so gibt es eine Folge (x,) C I\ Q mit z,, — x und somit lim f(z,)= lim 0=0# 1= f(x).

n—oo

o Ist z ¢ Q so gibt es eine Folge (x,) C I N Q mit x,, — = und somit nlerolo flzn) = nlirr;o 1=1#0= f(x).
Fiir jede Menge N € #*(R) mit f stetig in I N N¢ gilt somit
INN =0 - ICN — MN)>XI)=b—a#0
Somit ist f nicht A-fast iiberall stetig. Da D beschrankt ist, ist D nicht R-integrierbar.
b) Die Funktion D ist messbar, denn:

e Fiir jeden Punkt r € Q C R liegt bekanntlich {r} in Z(R).

e Somit ist auch

Q= J{r}

reQ
als abzdhlbare Vereinigung von Borelmengen auch wieder in #(R).
o Wegen R € #(R) ist auch R\ Q € A(R).
e Somit gilt fiir beliebige Menge A C R:

R :{0,1} Cc A
-1 Q {0r¢g A AN {1} e A
DA =1 R\Q :{0yean {1}¢a (PR
0 : sonst

Da sie aufierdem nicht-negativ ist, existiert auf jeden Fall das Integral.
Es gilt die Darstellung
D=1-19+0-1pg, QR\Q € #(R)

das heiflt D ist nicht negativ, einfach, so dass gilt:
/DdA:1.A(@)+0~A(R\Q):A Wit =D M{rh) =0<
R reQ reQ 0

das heifit insbesondere D ist integrierbar.

c¢) Siehe Teil (b).



Aufgabe 02
Betrachten den Mafraum (N, 2 (N), 1) mit dem Z&hlmafs p.

a)

Definieren die Funktionen f™:N — R
fr(k) = a
(n)

Diese sind nicht negativ (da a;’ > 0) und messbar, denn

fY(A) e Z2(N) fir ACR

Somit existiert das Integral / f™ du fiir jedes n € N und ist nach Ubungsserie 09 gegeben durch
N

[ =310 =3 ap
N k=1 k=1

Nach Voraussetzung an die a} ist die Folge f” monoton wachsend. Definieren wir ferner die Funktion f : N — R geméf

f(k) := lim f*(k) = lim aj = ay

n—oo n—oo
so konvergieren die f™ punktweise definitionsgemé&f, monoton wachsend gegen f. Analog zu vorhin, ist auch hier f

nicht negativ messbar und es gilt
o0
[ran=3a
k=1

N

Demnach gilt nach dem Satz von Levi:
. n__ 1 n evi o
nILIEOZak—nILH;O/f dp = /fd,u—Zak O
k=1 X X k=1
Die f™ seien definiert wie in Teil (a). Dann sind sie stets nicht negative, messbare Funktionen, mit
o0
[ du=>"a
X k=1

Setzen wir ferner
f:=liminf f* — f(k) =liminfa}

n—oo n—oo

so ist f nicht negativ (da Infimum (und somit Grenzwert von Infima) nicht negativer Zahlen auch nicht negativ ist),
messbar, so dass analog zu vorhin gilt

_ _ e eom
/f du="Y_f(k)=7 liminfaj
K k=1 k=1
Somit folgt mit dem Lemma von Fatou:

> Fatou >
limianaZ = liminf/f” dp > /liminf fodp = Zlim infap O
n—oo n—oo n—oo n—oo
k=1 X § —— k=1
f

Die Funktionen f™ seien wie in Teil (a) definiert. Dann sind sie nach Voraussetzung an die a} iiberall (punktweise)
konvergent und natiirlich stets messbar. Definieren deshalb

fo=lim f* — f(k)= lim f*(k) = lim af = ax

n—oo

und
g:N—=R, g(k) := by



Dann ist g (nach Voraussetzung an die b,) nicht negativ messbar. Nach Ubungsserie 09 existiert also das Integral

/ g du und ist gegeben durch

/gduzzg(k)zzbk<oo
N k=1 k=1

das heifit g ist integrierbar. Nach Aufgabenstellung gilt auerdem |f™(k)| < g(k) V k,n > 1 also |f™| < g V n. Nach

dem Satz von Lebesque liber majorisierte Konvergenz gilt somit: lim [ f™ du existiert und es gilt
n—oo
N
- Leb = =
. no__ 7 n ebesque . n _ _
Jm 3oap = tim [t [ g dn= 309 =Y e O
k=1 N N S—— k=1 k=1
f

Aufgabe 03
Betrachten den Mafraum (R, (R), \) und die Funktion f : R — R, f = 0. Seien die Funktionen f,, : R — R definiert geméif

1
fn(x) = % : 1[—n,n]

Dann sind die f,, natiirlich (nicht negativ) messbar, denn [—n,n] € Z(R) und deren Integral ergibt sich als

2N e —

R 2n

Ferner konvergieren diese Punktweise gegen f = 0, denn fiir x € R, £ > 0 ist fiir geniigend grofse n

1
n>lz| A fn(:v):%<s

Doch es ist

n—oo n—oo

lim | f,d\= lim 1:1;&0:/fd)\
R R

Aufgabe 04

Sei f messbar auf (M, M) und (f,;F),(f, ) Folgen einfacher, nicht negativer, monoton wachsender Funktionen die jeweils
gegen fT und f~ konvergieren:

N, My,
f:zza”k.lflnkv f;zzbnk'ankaAnkmAnlzsznkmBnl ﬁirn#la Ank’BnkEM
k=1 k=1

Dann ist definitionsgemaéfs

Ny, N, 00
[ i [ 5= i S = B S 3
M k=1 =1

M k=1

alles

nic}g; N, oo oo Np
negativ .. .
= lim E E anp(Ank) = lim E E Angepty (Ank)
n—oo n—oo
k=1 1=1 =1 k=1

existiert immer + 4
da Partialsummen 1\{1 fr dpn
monoton wachsend

und an,p >



Setzen wir a]' := / fiT dp so gilt wegen der Monotonie des Integrals und der Folge (f;7): 0 < al' < a?“. Durch Aufgabe 02
N

(a) folgt dann
o0 oo e} o0
/f+ dp = lim Z/f: wp = lim Zalnzzaz lim al":Z/f+ duy
i TS et = =1},
Analog zeigt sich:
[ au= [t du
M =15

Betrachten wir die Folgen

= [ 1= [
M M
so existiert das Integral / f dp genau dann wenn mindestens eine der beiden Reihen Z 1 l+ , Z I;” endlich bleibt. In dem
M =1 =1
Falle ist
[rau= [t du- [ au=3 [5rdu=3 [ du= | [ 1% dw= [ £ | = [ 7
i w i =13, =1}, 1=1 i =13,

(*) Da eine der beiden Reihen absolut konvergent.

f ist genau dann Integrierbar, wenn / |f] dp endlich ist. Analog zu vorhin ist
M

[1s1awES [ d
M =1y

das heifit f ist genau dann iiber p Integrierbar wenn sie jeweils iiber yu; integrierbar ist, und die Reihe

fj/ﬂ din

=1

endlich ist. In dem Fall ist

A[fdug? /f*duzﬂlfduz izfdm



