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10. Serie

1. Die Dirichlet-Funktion D ist definiert auf R geméls

1, z rational,

D(x) =
0, xirrational.

(a) Man zeige, dak D in keinem endlichen Intervall Riemann-integrierbar
ist und somit auch auf R nicht Riemann-integrierbar ist.

(b) Man zeige, dak D Lebesgue-integrierbar ist.
(¢) Man berechne das Lebesgue-Integral von D.

2. Fir jedes n > 1 sei (a,(fn))kzl eine Folge reeller Zahlen. Man beweise die
folgenden Aussagen:

(a) Falls gilt
0< a,(cn) < a,(cnﬂ), k,n>1,
und
ar = lim o, k>1,
n—oo
so folgt
: (n) _
Jim > a =D
k=1 k=1

(b) Ist die Folge (a,(c”))kzl fiir jedes n nichtnegativ, so gilt

) i (n)
;h}gg}fak _h}gg}f;ak )

(c) Es gelte

lim a}(:) =ay, k>1,
n—oo

und es existiere eine Folge reeller Zahlen (by)g>; mit

o < b, kyn =1, und Y by < oo,
k=1
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Dann folgt die Beziehung
lim Za,(gn) = Z ag.
eyt k=1

3. Man gebe ein Beispiel eines Makraumes (M, M, m) sowie einer Folge (f,)
mefsbarer Funktionen, die punktweise gegen f konvergiert, so daf f,, und f
integrierbare Funktionen sind, aber nicht

lim/ fndm:/ fdm

gilt.

4.% Es sei (my,) eine Folge von Maken auf dem mefbaren Raum (M, M) und
m =", m,. Fiir mefbare Funktionen f auf (M, M) untersuche man die

Existenz des Integrals | a1 Jdm und die Integrierbarkeit von [ beziiglich m.
Man berechne f[,, fdm.
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