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9. Serie
Es sei (M, M) ein meRbarer Raum und §,, das Dirac-Mag in zo € M.
(a) Man tiberlege sich, dak fiir jede melibare (erweitert reelle) Funktion f
auf (M, M) das Integral [,, f dd,, existiert.
(b) Man berechne das Integral [, f dé,,.
(c) Wann ist f beztglich §,, integrierbar?

Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und PN die Potenzmenge von
N. Das Z&hlmaf auf (N, PN) ist durch die Beziehung

m({n}) =1, neN,

eindeutig festgelegt. Eine mefibare (erweitert reelle) Funktion auf (N, PN)
ist durch eine beliebige Folge (a,) von Elementen aus R vermoge

f(n) = ap, n €N,
gegeben.

(a) Man untersuche, unter welchen Bedingungen das Integral von f be-
ziiglich m existiert.

(b) Man berechne das Integral [ f dm.

(¢) Wann ist eine Funktion f bezliglich m integrierbar?

Es bezeichne (M, M, m) einen Mafraum und A das System aller m-Null-
mengen. (Eine Menge N C M heifit m-Nullmenge, falls eine Menge B € M
mit N C B und m(B) = 0 existiert.) Weiterhin bezeichne M™ die in der
Vorlesung eingefiihrte Vervollstindigung der o-Algebra M beziiglich des
Makes m. Man zeige:

(a) A € M™ genau dann, wenn A = BUN mit B € M und N € N gilt.
(b) M™ ist die kleinste o-Algebra, die sowohl M als auch N enthilt.

Es sei (M, M, m) ein beliebiger mefbarer Raum, und es bezeichne M™ die
in der Vorlesung eingefiihrte Vervollstindigung der o-Algebra M beziiglich
des Makes m. Man beweise:

Eine Abbildung f : M — R ist genau dann meRbar (erweitert reell) auf
(M, M™), wenn es mefkbare (erweitert reelle) Funktionen f; und fo auf

(M, M) mit f; < f < fo und m({f1 # fo}) = 0 gibt.
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