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Aufgabe 01
Bemerke: Es ist P~!(A) = A genau dann wenn P(A) = A ist. Denn ist P~'(A) = A dann ist auch P(A) = P(P~1(A)) = A,
und ist P(A) = A so ist P*l(A) _ Pfl(P(A)) P lngzktlv A

Zeigen: M ist o-Algebra
e M € Mdenn P71(M) = M.

e Sei A € M, das heift P~1(A) = A. Wegen injektivitiit ist P(A¢) N P(A) = ), denn gébe es ein y € P(A¢) N P(A) so
gébe es x1 € A, x5 € A€ mit

— .
P(x1) = P(x2) P injeftiv 1 =39 — 11 € A°N A° Widerspruch

Doch wegen P(M) Foudekt™ e s P(A°) U P(A) = M sein. also ist P(A¢) = (P(A))° FQ=4 A€, woraus folgt
A e M.
e Seien A, € M und A .= U A,,. Dann ist
neN
P P(Ay)=A,
rAy=P(JA.| & [JPA,) =T JA =4
neN neN neN

also A € M.

Beschreibung der messbaren Funktionen
Sei f: (M, M) — (R, B(R)) eine messbare reelle Funktion, also f : (M, M) — (R, Z(R)), das heift
VBecBR): f1(B)eM

Da die Algebra M C (M), |2(M)| = 2" endlich ist, existiert nach Ubungsserie 01 eine (eindeutige, endliche) Zerlegung
7 ={851,..,Sk} von M so dass M = «(S) ist, wobei die S; € M genau die Atome von M sind.

Betrachten wir nun ein Element @ € M mit dem zugehérigen Atom S € .# (vgl. Ubungsserie 01). Dann muss 4 := = ({f(a)})
in M liegen (da {f(a)} natiirlich eine Borelmenge ist) und sich natiirlich auch mit S schneiden (da S 3 a € A), das heift

SNA

§n4  #0
eEM

da M o—Algebra

Wegen SN A C S muss SN A entweder leer sein oder gleich S sein (da S Atom). Ersteres wurde ausgeschlossen, also ist
SNA=Sund somit S C A= f~'({f(a)}), das heift die Einschrinkung von f auf ein Atom S ist konstant. Somit lisst
sich f eindeutig durch die Angabe ihres Wertes auf jedem Atom beschreiben.



Beispiel: Ist z.B. P eine zyklische Verschiebung ungleich der Identitét, beispielsweise

W
P(i):{H— 1<n Cns1

1 i=n

so ist M = {0, M} und deshalb . = {M}. Somit muss f auf ganz M konstant sein!
Umgekehrt: Jede Funktion f: M — R die auf den Atomen von M konstant ist, ist messbar von (M, M) nach (R, Z(R)),
denn sei A € R und A, = f~1(A). Fiir beliebiges m € A, € M sei S das zugehorige Atom (m € S). Dann ist

P(m) SGEMS _ f(P(m)) f\siéonst F(m) mEfg(A)A

also
P(m)e A, — P(A,)CA, — A e M

das heiflt f ist messbar.
Alternativ konnte man oberen Sachverhalt wie folgt formulieren: Eine Funktion f : (M, M) — (R, (R)) ist genau dann
messbar wenn f(m) = f(P(m)) ist.

Aufgabe 02
a) e Bild: co > j(z,y) >0V z,y
e Positiv definit: Es ist klar dass g(x,x) = |h(z) — h(z)| = 0 ist. Sei andernfalls p(x,y) = 0, das heifst h(x) = h(y).
Ist £ = 0o so ist h(y) = h(z) = 1, also muss auch y = oo sein, denn fiir y € R ist = 1. Analog folgt aus

1+ |yl
x = —1auch y = —1. Ist z € R, so muss
T Y

T+z] 1+

sein. Doch die Funktion f(z) := ist in R streng monoton wachsend, denn:

_r
1+ |z

z>0: f'(z) = >0, z<0: f(z)= >0 — streng monoton wachsend auf R\ {0}

(1 —x)?

(1+x)?
x>0:f(x)>0, 2<0: f(x)<0 — supf(z) <0=~h(0) < ig% f(x) streng monoton wachsend auf R

Also ist f injektiv in R. Somit muss z = y sein.
e Symmetrie: Offensichtlich ist p(z,y) = |h(z) — h(y)| = |h(y) — h(x)| = p(y, z)

e Dreiecksungleichung: Seien z,y, z € R beliebig. Dann ist
Pz, 2) = [h(x) — h(z)| = [h(x) — h(y) + h(y) — h(2)] < [h(z) — h(y)| + |h(y) — h(2)| = p(x, y) + Py, 2)

Somit ist p eine Metrik auf R. O

b) e Bild: Fiir x € R ist
ol o _ o

< < <1
T+ 2] = 14z — 14|z
——

—1 < —

h(x)
Da auch h(£o0) € [—1,1] ist, ist h (R) c [-1,1].

e Bijektivitdt: In Teil (b) wurde schon gezeigt: h |[g= f ist streng monoton wachsend. Wir haben aufierdem

gesehen:
h(—o0) = =1 < h(z) < 1 = h(o0)



Also ist h auf ganz R streng monoton wachsend und somit auch injektiv. Fiir beliebiges y € (—1,1) ist auBerdem

1-ly| da |y|<1

y ——
h( y >: Tyl _ y =l y _y
I 1+’1}|y‘ =Tyl + 1yl 1—1yl L= [yl + |y

das heifst (—1,1) C h (R) Somit ist [—1,1] C h (R) also h surjektiv. Das heiflt h ist bijektiv und somit
umkehrbar. [
Stetigkeit: Sei z,, — = € Rin (R ﬁ), das heiftt

n— oo Def

) = [h(wn) = b)) =0 25 h(a,) L ni)

Somit ist die Stetigkeit von A in (R, ﬁ) eine Tautologie. [
Umkehrung: Setzen fir y € (—1,1)

h—l = Yy
)= 1= m

und h~1(£1) := 4o00. Dann ist h~! Rechtsinverse von h. Da h bijektiv ist, ist h~! auch Linksinverse von h. [

Stetigkeit von h~!: Sei y,, HLR y € [—1,1], das heifst

Yo =yl = [h (R (yn)) =R (B (W) = & (R (yn). h™ 1 (y) == 0
Somit ist die Stetigkeit von A~! auch eine Tautologie.

Nennen fir z € R:
Be(z) :=={y € R| p(x,y) <&}

Be(z) :={y e R | p(z,y) < ¢}
Falls nichts anderes gesagt wird, ist lim immer bzgl. |-| zu deuten.

Sei 2 € R und ¢ > 0 beliebig. Dann existiert ein § > 0 mit: Bs(x) C B.(z).
Beweis durch Widerspruch: Annahme:

35>0:‘v’6n>0:3ynEBg(x)\BE(x)
Nehmen also solch ein e. Lassen 4§, i 0 gehen, dazu entsprechend (y,,). Dann gilt stets

P, yn) > N p(o,yn) < 0n

also
(X, yn) =0 = lim h(yn) = h(z)

n—oo

Da auch h=!: ((=1,1), p) — (R, B(R)) als

_ y
W (y) = =

stetig ist, ist
e =h~Y(h(z)) = b~ ( lim h(yn)) — lim A~ (A(yn)) = lim yn
Doch auch p(z,-) |r ist bzgl. || stetig, das heift lim p(x,y,) = p(z,z) = 0.
n—oo

Andererseits ist jedoch wegen p(x,y,) > €

lim p(x,y,) >e>0

n—oo

was ein Widerspruch ist.
Haben also gezeigt: Fiir z € R und ¢ > 0 gibt es ein § > 0 so dass

Bs(xz) C Be(x)



Sei nun G in (R, p) offen und = € G beliebig. Dann gibt es ein € > 0 mit B.(z) C G. Dazu gibt es jedoch auch ein
0 > 0 mit

Bs(z) C Be(z) C G
das heifit G ist auch offen in (R, ,6)
e Seien z,y € R mit p(x,y) < e < 1. Dann ist

r—y+xly —ylzl
(14 Ja]) (1 + [y])

X Yy o
T+ 1z 1+]yl|

x—y ‘ ’ x|yl -yl
(

Az, y) =’ = ‘(1+x|)(1+|y|) L+ z)) (L +[y])

<lz—yl+|zlyl —ylzll = pl, y) + [zy| |sgn(z) — sgn(y)|
Ist sgn(x) = sgn(y) so ist p(z,y) < p(x,y). Ist andernfalls sgn(x) # sgn(y) so ist |sgn(x) — sgn(y)| = 2 also
* lz—y|<1
p,y) < p(x,y) + 2|yl < pla,y) + (2] + ) = pla ) + |z —yl* < pla,y) + |z —yl = 2p(x, y)
()0 < (Jul + y)? =2 + 92 + 2wy — 2ay| < (2] + |y])*
Also ist allgemein fiir p(z,y) < € < 1 auch p(z,y) < 2¢, das heift fir 0 < e < 1 ist
Be(x) C Bae()

Sei jetzt G in (R,[}) offen, das heifit fiir z € G existiert ein 1 > & > 0 so dass Bgs(x) C G ist. Nach vorigem

Ergebnis ist dann auch A
B.(z) C Bae(x) C G

das heifit G ist auch offen in (R, p).

Somit erzeugen p |[grxr und p die gleichen offene Mengen. [

Variante

Wir haben gesehen: & : (R, p) — ([=1,1], p) und A~ : ([-1,1],p) — (R, p ) sind stetig. Ferner sind aber auch

SN—

h: (R,p) - ((_L 1)7p) ) h(x) = | (*)

und

R (=1,1),p) = (R,p) , h(y) = —— (%)

stetig. Sei nun G C R offen in (R, p). Dann ist wegen (**)

offen, und somit

offen in <R, ﬁ)
Sei andernfalls G C R offen in (R, [)). Dann ist
hG) = (h"")"
offen in ((—1,—1),p). Wegen (*) ist dann aber auch
G=n"'(nG))

offen in (R, p). O



Aufgabe 03

Sei f: R — R monoton, 0.B.d.A monoton wachsend.

Zeigen: Messbarkeit

Aus der Vorlesung ist bekannt: Ist f=1((—oo,r)) € A(R) fiir jedes r € A, A dicht in R, so ist f messbar. Setzen also A = R
und betrachten das Urbild
Uy :=f 1 ((=o00,7)) :={z eR| f(z) <7}
Ist zy € U, so ist auch © € U, V z < z¢ da f monoton wachsend (also f(x) < f(zo)). Ist U, nach oben unbeschrénkt, so ist
U, =R e Z(R), denn
VeeR:dMecU,:M>x — xe€U,

Ist U, nach oben beschrénkt, so sei xy := sup U,.. Dann gilt:
e Fiir jedes z > zg ist = ¢ U, (da xp Supremum)

o — T

e Fiir jedes z < xzqg ist © € U,, denn fir ¢ := > 0 existiert ein x; € U, mit 21 € [zg — &,29] N U,. Wegen

T < x9 — € < x7 ist dann aber auch x € U,.

Also ist U, ein Intervall der Art (—oo, zg) baw. (—oo, x| also auch wieder in Z(R). Somit ist f messbar. [
Bemerkungen:

e Wire f monoton fallend, so wére der Beweis total analog, nur wiirde U, entweder R oder vom Typ (z, 00) bzw. [z, 00)
sein.

e Ist eine monotone f nur auf einem Intervall [a, b] definierte Funktion, so ist sie trotzdem messbar, denn: Sei f 0.B.d.A
monoton wachsend, so setzen wir
fla) xz<a
flx):=<f(b) :z>b
f(z) :z€la,b]

Dann ist f messbar, da monoton wachsend. Und die Einschrénkung f [(, 5], die bekanntlich auch messbar ist, ist genau

f.

Funktionen beschriankter Schwankung

Sei f : R — R eine Funktion beschrinkter Schwankung, das heift sie ist auf jedem abgeschlossenen Intervall [a,b] von be-
schrankter Schwankung. Dann kann sie nach der Jordan-Dekomposition als Differenz zweier monoton wachsender Funktionen
geschrieben werden:

f=fi— fo, fi, fo : monoton wachsend

wobei die fi, fo jetzt nach obiger Uberlegung messbar sind. Die Differenz zweier messbarer, reeller Funktionen ist auch wieder
messbar. Somit ist f messbar.



Aufgabe 04

Zeigen: IC, ist eine kompakte Klasse

Seien K,, = U Ak € Kg, Ak € K, k < n,, mit ﬂ K,, = 0, das heift
k=1 meN

(Z) = ﬂ Lj Amk
meN k=1

Vorbetrachtung

Es sei

[
S

={1,.,n} x {1, na} x - x{1,..,nap}
Ferner definieren wir
S = {1, ..7711} X {17..,712} X ...

Fir My, Ms < oo und € € Epy,, n € Epg, schreiben wir £ C 1 genau dann wenn:
My <My ANVm <M &y =mm

und sagen 7 ist eine Fortsetzung von ¢ genau dann wenn £ C 7 ist.

Beweis durch Widerspruch

e Annahme:
M M

VMEeN: ﬂKm;é(Z) also s € ﬂKm — €K, VYm<M

m=1 m=1

das heifst fir alle M € N:

M
Jay, k€Ey :Vm<M:xy € Ang, also xp € ﬂAmkm;éﬂ

m=1

M
e Sei fir M € N also I'); C Zj; die Gesamtheit der M-Tupel k£ € =), die die Bedingung ﬂ Ak, # 0 erfiillen und
m=1

#0
Ay C 2o die Menge aller Folgen £ € =, fiir die gilt

M
() Ame,, #0
m=1

Dann gilt:
Ay C Ay
denn fiir jedes £ € Apryq ist
M+1 M
0# ﬂ Amg,, C m Ame,, — §€AM
m=1 m=1

Fiir jedes £ € Aps gibt es jedoch ein Ve € N mit

Ne
() Ame,, =0
m=1

da K kompakt, das heifst
VMV&EAM3N€>M§¢ANE — AN5 C Ay

=

Doch da die Ay fiir alle N € N nicht-leer sind, muss jedes Aps unendlich viele Folgen enthalten.



e Fiir ein beliebiges £ € Ay muss per Konstruktion das Tupel k gebildet durch die ersten M Glieder von £ natiirlich in
I'js liegen. Doch da I'j; endlich ist, gibt es mindestens ein k™ € T'y; mit |[{€ € Apr 1 k C €} = o0.

e Induktive Konstruktion einer Folge 7:
— Induktionsanfang: Fiir M = 1 wihlen das entsprechende k' und setzen 7; := ki. Insbesondere gibt es dann
unendlich viele £ € A} mit k! C ¢
— Induktionsannahme: Fiir festes M > 1 sei festgelegt kM, so dass es unendlich viele £ € Ay mit kM C ¢ gibt.

— Induktionsschritt: Da es nur njs41 verschiedene Fortsetzungen von EM quf T M+1 gibt, muss es mindestens eine
Fortsetzung k™+! € T'y;,1 von kM geben mit,

|{§€AM+1 : pMAL C§}| =00

denn die ersten (M + 1) Glieder eine jeden Folge ¢ € Ay mit kM C ¢ bilden natiirlich Fortsetzungen von kM.
Somit ist auch KM+ festgelegt.

Setzen nun fir m € N : n,, := kj,.
e Fiir die Folge 7 gilt offensichtlich k¥ c n V M € N, denn

E =ny AVm<M:E™CcEM — n, =k =kM

m m

und somit:

M M M EMer
VMEN: () Aupy =" () Ay # 0

m=1 m=1

Doch dies ist ein Widerspruch zur Annahme dass die {A,,,,, } in der kompakten Klasse K liegen.

meN

e Somit war die Annahme falsch, es gilt also:
M
IMeN: (| Kn,=0 O
m=1
Zeigen: K5 kompakte Klasse
Seien Ky = (1) Amn € Ks, Amni1 C Amp € K mit

neN
() K= ) ) A=

meN meNneN

Da die (abzahlbar viele) A, € K sind, und K eine kompakte Klasse ist, gibt es eine endliche Indexmenge I C Nx N (0.B.d.A
I # () so dass

(mn)el
Wihlen
mo:=max{m |IneN:(m,n)el} , np:=max{n|ImeN:(m,n)ecl}
Dann ist
mo nNo
Il ome} x{L,sno} = [ [)Amn C© () Ama=0
m=1n=1 (m,n)el

Doch wegen A, 11 C Ay, p ist
no oo
() Amn O[] Amn
n=1 n=1

so dass schlieRlich folgt

mo moy oo mo N mo
A K= (1 A€ () () Amn 0~ () K =0
m=1 m=1n=1 m=1n=1 m=1

Somit ist auch s eine kompakte Klasse. [



Zeigen: K, ist eine kompakte Klasse

Es wurde gezeigt:
e Fiir eine beliebige kompakte Klasse IC iiber eine nicht-leere Menge M ist auch Ky eine kompakte Klasse iiber M.
e Fiir eine beliebige kompakte Klasse K iiber eine nicht-leere Menge M ist auch Kj eine kompakte Klasse.

Somit ist auch (KCy); = Kss eine kompakte Klasse. Analog ist auch Ks, eine kompakte Klasse. [



