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Aufgabe 01

Bemerkungen:
e Definieren [—00,b) := (—00,b) = [—00,b) NR und [—o0, b] := (—o0, b]. Analog auch [a, 0] := [a,00) , (a,00] = (a,0).
e Definieren (00, 00) := 0, (—o0, —00) := 0.

e Definieren fiir a,b € R:
a,b) :a<b

(@h)=1 "
(b,a) :sonst
Analog auch fiir [a,b), (a,b], [a, b].
e Fiir das System G aller offenen Teilmengen von R ist definiert Z(R) = o(G).

a) C ist tatséchlich eine Halbalgebra, denn:

e R=[-00,00)€C
e Fiir [a,b) € C ist
[a,b)¢ = [~00,a) U [b, 50)
—— ——
eC cC

e Fiir [a,b), [a, B) € C ist

¢ =10,0) b<a V f<a
[ayb)ﬂ[a,ﬂ){ }EC
[max{a, @}, min{b, B}) :sonst

b) Vorbetrachtung:
(i) Fiir beliebige Systeme W,V C (M), W C V gilt
o(W) Ca(V)
Beweis: Da jede Menge M die V enthilt auch W enthélt (*), folgt
ow)= (1 Mc [ M=qV)
M o—Algebra M o—Algebra
wcM VM

(ii) Fir beliebiges System W C & (M) gilt:
a(W) C a(W)

Beweis: Da jede das System W enthaltende o-Algebra gleichzeitig auch eine Algebra ist (*), folgt

awy= (| “c [ =W

of Algebra of o—Algebra
WcC WcCe/



(iii) Sei M eine o-Algebra und W C M beliebig. Dann gilt:
oc(W)c M
Beweis: Aus obigen Uberlegungen folgt unmittelbar

M o—Algebra

(W) C a(M) M

(iv) Jedes System von disjunkten Intervallen nicht-verschwindender Lénge {J;}ics auf R ist abzdhlbar.
Beweis: Fiir jedes dieser Intervalle gibt es ein x; € J; und ein &; > 0 so dass [v;,z; + €] C J; ist, denn fiir
(a,b),a < b ist z.B [aJr %,a + @] C (a,b). Da Q dicht in R liegt, gibt es zu jedem x; ein r; € Q so dass
r; € x4, m; + ;] C J; liegt. Da die J; disjunkt sind, sind die r; paarweise verschieden, das heifft die Zuordnung
I3iwr; €Q ist injektiv. Somit muss |I| < |Q| = |N| sein.

Folgerungen:

(i1) (ii4)

o Wegen C C & ist o(C) (ZC) o(&). Wegen a(C) C o(C) muss auklerdem o(2/) C o(C) sein, so dass schliefslich folgt
—~—

o
o(C)=0o().

e Jedes beliebige Intervall [a,b) € C ist wegen

[a,b) = (—00,a) N (a—1,b)
—_—— Ne———
€g €g

auch in o(G) enthalten, das heifst allgemein C C o(G). Also ist o(C) (Zél) a(G).
o Zu zeigen wire: 0(G) C o(C). Sei G € G. Definieren dann fiir beliebiges z € G:
I ={y eR:[z,y] C G}

Dabei ist I, stets ein Intervall nicht-verschwindender Lénge, denn fiir jedes © € G existiert ein € > 0 so dass
[x — e,z + €] C Gist (da G offen). Ferner ist klar: « € I, und fiir z,y € G gilt:

yel, & I,=1,

also
LNL#0 & 3zel,nl, & I,=1I1, =1,

¢= L

zeG

Demnach konnen wir schreiben:

wobei die in der Vereinigung einbezogenen Intervalle entweder disjunkt oder identisch sind, das heifft G setzt sich
im Endeffekt aus Vereinigung disjunkter, nicht-leerer Intervalle (eins aus jeder Klasse identischer I;) zusammen
(beachte: Auswahlaxiom!). Nach (iv) sind diese abzahlbar.

In Ubungsserie (05) haben wir gezeigt: Fiir beliebige a < b € R ist [a,b], (a,b], (a,b), {a} € o(C), so dass ins-
besondere I, € o(C) sind. Da o(C) eine o-Algebra ist, ist auch jede (abzéhlbare) Vereinigung von I, in o(C), also
Geo(C).

Somit wurde gezeigt: G C o(C). Also ist nach (iii) auch o(G) C ¢(C) und somit o(C) = o(G).



Aufgabe 02

a) Sei p lokal endlich auf (R, Z(R)), das heifit V = € R existiert eine offene Menge G, € Z(R) mit z € G, und p(G,) < oo.
Zeigen: Fiir jede kompakte Teilmenge K C R gilt:

H(K) < oo
Sei K eine kompakte Menge, und fiir jedes Element z € K sei G, € Z(R) eine offene Menge mit x € G, und
1(G,) < oo. Dann ist
Ue.

zeK

eine Uberdeckung von K durch offene Mengen. Da K kompakt ist, gibt es schon endlich viele x1, .., 2,, mit
n
K c|JG.,
i=1

also ist
n

p(K) < p <U Gwi) < Zﬂ(Gxi) <oo [
i=1

i=1

b) Sei (R, #(R),u) ein Makraum in dem jede kompakte Menge ein endliches Maf hat.
Zeigen: Fiir jedes n € N gilt:
(=, m) < o0

Bekanntlich ist im R™ jede abgeschlossene und beschrinkte Menge auch kompakt. Insbesondere sind abgeschlossene,
endliche Intervalle, unter anderem [—n, n], auch kompakt. Also ist

u(l—n.n)) < oo O

c) Es gelte: u([-n,n]) <oo VneN.
Zeigen: p ist lokal endlich. Sei also x € R beliebig. Dann existiert eine Zahl n € N mit n > |z|, das heift z € (—n, n).
Das Intervall (—n,n) ist aukerdem offen und es gilt

p((=n,n)) < p([=n,n]) < oo
Somit ist p lokal endlich. [

Es wurde gezeigt: (a) = (b) = (¢) = (a). Somit ist die Aquivalenz der Aussagen bewiesen. [

Aufgabe 03

Sei
P NR):={AcR|TA, A€ B(R): Ay C AC Ay A p(A1AAy) =0}

die Vervollstandigung der o-Algebra der Borelmengen Z(R) und p die entsprechende Fortsetzung des Lebesque Mafes A auf
P (R). Sei A € *(R) beliebig, das heifit es gibt A;, Ay € B(R) mit A; C A C Ay und A\(A;AAs) = 0. Definitionsgemif
ist dann p(A) = A(A1). Sei r € R beliebig und

Al=r+A={r+z|zec A}
Analog seien auch A} und A} definiert. Dann gilt: A7 C A" C A5, denn:
o Fiir z € A] ist © = r + y fiir bestimmtes y € Ay C A alsoist auch x =r+y e A".
o Fir x € A" ist x = r 4+ y flir bestimmtes y € A C Ay also ist auch x =r +y € AL.
Ferner ist AJAAL € ZB(R) und A(ATAAL) =0 denn:
e Da X auf #(R) > A;, Ay verschiebungsinvariant ist, sind auch A7, A} € Z(R) und somit auch ATAAL € #(R)
e Esist AJAAL =7+ (A1AAz) denn:



— Ist x € ATAAL, das heifit z € A7\ A} oder x € A5\ A], 0.B.d.A = € A7\ A5. Dann ist © = r + y fur ein
bestimmtes y € Ay fiir das gilt: y ¢ Ay (denn sonst wire x = r +y € A%). Somit ist y € Ay \ Ay C A1 AAs also
r=r+yecr+ A AA,.

—Ist x € r+ A1 AAs so gibt es ein y € A1 AAs mit @ = r +y. O.B.d.A sei y € A1 \ Ay. Dann ist insbesondere
r=r4+ycAiund z=r+y¢ A}, also x € AT\ A} C ATAAL.

— Bemerke dass fiir y ¢ As gilt: r +y ¢ A5, denn sonst gidbe es ein 2 € Ap mit r+y=r+2z — y=2z€ Ay was
ein Widerspruch ist.

o Somit ist r r Verschiebungsinvariant
)\(AlAAQ) = /\(7“ + A1AA2) = )\(A1AA2) =0

Also ist A" € #*(R) und ferner
ry Verschiebungsinvariant
p(Ar) = A(A7) = A(Ar) = p(4) O
Variante: Hat man gezeigt dass AJAAL C r+ (A1AAy) ist, so ist die Gleichheit nicht erforderlich, denn wegen Monotonie

folgt
AATAAL) < p(r+ A1 AAg) = p(A1AA3) =0

Aufgabe 04
Bemerkungen:
e Fiir Folge (¢,) C N schreiben wir z. := Z en 37" Ist ¢, € {0,2} Vn € Nsoist z, € C.
n=1

e Aus der Vorlesung ist bekannt: jedes Intervall (a,b), [a,b), (a,b], [a,b], a < b € R ist eine Borelmenge. Insbesondere ist
dann auch fiir jedes a € R : {a} = [a,a] € B(R).

a) Fir ein Intervall [a,b] C R bezeichne

—b 2(a—b
Pt = a+ 2 ,a+ (a—") C [a, b]
3 3
Dann ist insbesondere 2° € %(R) fiir alle a < b € R eine Borelmenge. Die Menge C bildet sich wie folgt:

e Im ersten schritt wird von [0,1] die Borelmenge 23 entfernt: Ubrig bleibt die ebenfalls Borelmenge (da %(R)
o-Algebra) [0,1]\ 23 =: C;.

o Schritt n: Gegeben C,,_1, bildet man C,, indem man die 2"~ ! entsprechenden mittlere- Drittel Intervalle @:Z’? Cc Cph_1
abzieht: ’

on—1t )
Co=Coa\ J 20
=1

Diese Operationen sind endlich viele (und insbesondere Abzéhlbar), und somit ist C,, € B(R).
Bemerkung: Eine genauere Formulierung der af, ist hier bedeutungslos. Durch die Formulierung in der Aufga-
benstellung sind sie eindeutig festgelegt.

e Nach unendlich vielen, abzidhlbaren Schritten ergibt sich C' als C' = C, geméf

co 271

n=1 i=1

Abzéhlbare Vereinigungen von abzihlbar vielen Mengen haben maximal die Kardinalitdt N x N, sind also selbst wieder
abzdhlbar. Somit bildet sich C' nach abzahlbar vielen Mengenoperationen unter Borelmengen. Da Z()\) eine o-Algebra
ist, ist C € B(R). O



= 37". Dabei werden zu

b) Die im obigen Beweis eingefiihrten Intervalle 2° haben im n-ten Schritt das Mak A (@a?)

jedes mal 277! solche Intervalle von der Menge entfernt, und es gilt
922”0-@?" =0 Vn#mbzw.Vi#j

Somit ist
co 2" ; oo 2n71 ; oo gn—1 ;
MO =201\ H W 20 | =x0) - 2| =1-S 21 2
n=1 i=1 " n=1 i=1 " n=1 i=1 "
endlich da CJ[0,1]
=20 > 1SS (2\" 12
=1 — Tl =1— n—1 g-n =1 — = — =1 - — 3 =
=1-3" 7 Mam)=1-Y 2ty =1 22(3) -5y =0
N=1 =1 “—— n=1 n=1 3
3—71,

Betrachten die Menge
Z :={(cn) CN| (¢,) Folge in N mit ¢, € {0,2}}
Dann ist offensichtlich |.Z| = | 2(N)| = 2°*4™) denn die Abbildung
f:Z—-2N), f(cph)):={meN]|¢, =2} CN

ist eine Bijektion zwischen .£ und Z(N).

Beweis:

e f ist injektiv, denn fir f((c,)) = f((bn)) gilt fiir jedes m € N: Es ist m € f((c,)) genau dann wenn m € f((b,))
ist, also ¢, = by, also (¢,) = (by).

e f ist surjektiv, denn fiir jede Menge M C N ist die Folge (¢,,) definiert durch

{0 n¢ M

Cp =

2 :meM

ein Element in ., und es ist f((¢c,)) = M.
Nach der Kontinuumshypothese ist also |.Z| = |R|. Doch wegen

C= U {wc}

(cn)eZ

ist |C| =1Z] = IR|.
Da (#*(R),\) vollstindig ist, und [0,1] € #*(R) eine Nullmenge ist, gilt fiir jede Teilmenge A C C: A € B*(R).
Doch die Menge aller Teilmengen von C, das heift Z2(C'), hat bekanntlich die Kardinalitit 26214(¢) = 2¢ard(®) "4 dass

Q)
wegen 2 (C) C #*(R) gelten muss:
card { Z*(R)} > card {2(C)} > 2¢2rd(®)
Wegen Z*(R) C 2(R) — card {#*(R)} < card {Z(R)} = 2°4"4®) folgt schlieRlich
card {Z*(R)} = gcard(R)
e) Wie schon in Teil (a) erldutert, ergibt sich C als
oo 27t
C=R\{ (~00,00U(1,00)UlH | 22
n=1 i=1
Q



wobei €2 sich aus Vereinigung offener Mengen zusammensetzt. Bekanntlich, sind beliebige Vereinigungen offener Mengen
auch wieder offen, das heift  ist offen. Somit ist C' = Q¢ abgeschlossen. Sei nun z € C, das heift 3 (¢,) C N mit

= 37", cn €{0,2}
n=1

Sei auflerdem ¢ > 0 beliebig. Dann existiert ein ng € N mit 37" < g Betrachten wir die Folge (b,) C N definiert

durch
Cn M Fng
bp:=¢2 :n=nyg A ¢, =0

0 m=nyg A c,=2

so ist (by,) € Z und z. # xp, € C. Der Abstand zwischen z. und x; ergibt sich ferner als

|xc—xb|:2-3_”°<2~§:5

Somit besitzt C' keine isolierten Punkte, das heift C ist in sich dicht und somit eine perfekte Menge. [
f) Da C bereits abgeschlossen ist, ist der Abschluss von C gleich der Menge C selbst. Sei x € C beliebig. Zu zeigen wire:
Ve>0: Bl(z)ZC mit B(z):={yeR||z—y|<e}

das heift kein Punkt in C ist innerer Punkt. Sei also € > 0 und (¢,,) € -Z so dass = x.. Dann gibt es ein ng € N mit
31=mo < ¢. Betrachten die Folge (b,) C N definiert durch

Cn n<ng
by, =
1 : sonst

Dann ist zp ¢ C.
Beweis durch Widerspruch: Angenommen, z;, € C, das heifst es gibt eine Folge (h,) € £ mit z, = zy,.

e Fiir beliebige m € N und Folgen (I,,) C N, I, € {—2,-1,0,1,2} mit I, =0 fiir n < m und I, # 0 gilt: Ist

n=1

so muss gelten: |l,,| =2 V n > m. Denn angenommen 3 k£ > m : |l;| < 2. Dann folgt

Beweis:
Z .37 = 3—m 4 Z L, 3—n| > |l 3—771 Z L .3—n
n=1 n=m-+1 n=m+1
0o 0o k—1 [e%e)
Dl 3T =3 = Y 3T =3 = 37— YT 37— Y [l -37"
n=m-+1 n=m+1 n=m+1 n=k+1

k—1 o =
R B e ) S PP S e N PP LN OF SN S PF o

/i it n=m+1
=37 — |l -37F+2.37F =37 = (2 [l]) - 37F >0

was ein Widerspruch ist!

e Es muss gelten:
D hp3t=an=ap=> b3 = > (hy—by)37" =0
n=1 n=1 n=1

Wegen (h,) € £ % (b ) — (hn) # (bn) gibt es einen kleinsten Index m € N mit by, # hp,. Also ist (hy, —bp) =0
fiir n < m und (A, — by, ) # 0. Nach obiger Uberlegung muss also |k, — b,| =2 V n > m sein.



e Doch wegen h,, € {0,2} und b, =1 fiir n > ny ist fiir n > ng immer |h,, — b,| = 1, was ein Widerspruch ist!
Somit ist z;, ¢ C.
Bemerkung: Die Tatsache allein dass (b,) ¢ & ist, geniigt im allgemeinen nicht um zu schliefen dass x, ¢ C

1
ist. Beispiel: x = 3 ist trotzdem in C'. Dies liegt insbesondere daran dass die Darstellung von x nicht eindeutig ist,

denn

oo
3*1=0-3*1+Z2-3*"
n=2

Der Abstand |z, — x| ist gegeben durch

e’} 0o 0o 0o 1 c
2y — x| = D (o =) 37 <D bu—cal 3= |bu—ca] 3TM=3T0N 3TN = 30 <<
n=1 n=1 n=no T n=0 2 2
da b,=1

und ¢, €{0,2}

das heift C' # z, € B2(x.). Somit ist fiir jedes z € C,e > 0: B2(z) € C. O



