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Aufgabe 01
Sei (M, M, i) ein beliebiger Mafiraum, und

M#ZZ{AEM‘HAl,AQEMIAlCACA2 A ILL(A1AA2):O}

a) Zeigen: M* ist eine o-Algebra iiber M.

O

Es ist klar dass M C M* ist, denn fir A € M ist A C A C A und p(AAA) = (@) = 0 also A € M*. Somit ist
insbesondere auch M € M C M*.

Sei A € M*, das heifft 3 Ay, Ay € M mit A1 C AC As A p(A1AA) =0. Dann ist A5 C A€ C A$ und wegen
ATAAG = (AT\ A7) U (AZ\ A7) = (ATNA2) U (AZN A1) = (A2 \ A1) U (A1 \ Az) = A1 A A,
folgt
W(ATAAS) = (A1AA2) =0
Da A§, AS € M sind, ist A € MH*.
Seien nun A4, € M* n €N, das heifst I A1, Apz € M mit A,; C A, CApa A p(An1DA,e) = 0. Nennen

A::UAn,A1::UAn1,A2::UAn2

neN neN neN

und sehen dass A C A C Ay ist. Da M eine o-Algebra ist, sind auch Ay, Ay € M. Ferner ist

A1 DAy C | A DA

neN

denn fiir x € A;AAy ist: © € Ay \ A oder z € Ay \ Ay, also:
x € A1\ A2 = x € Any \ Ao fiir bestimmtes n € Noder x € Ao\ A1 = x € Ana\ Ay fiir bestimmtes n € N,
also: x € A1 AA,s fiir bestimmtes n € N und somit auf jeden Fall x € U A1 AAys. Somit folgt:

neN

—_————

neN n=1

0

was impliziert: A € M*,

b) Zeigen: Die Erweiterung p auf M* definiert als

ILL(A) = /.L(Al) fur Al,AQ S M, Al CAC Ag, /.L(AlﬂAg) =0

ist ein Mafs.
Bemerke: In der Vorlesung wurde gezeigt: p ist wohldefiniert.



Es ist kl 3 =0 gil A A A1NAy) = =0.
e Esist klar dass p(0) =0 gilt, denn ) cOC 0 , Ay, Ay € M und p(A1AA) = p(@) =0

Ay Ay
e Fiir B; C By C B3 mit u(B;AB3) = 0 ist auch:

(B2 AB3) =0 (%)

Beweis:

(B2 AB3) = pu(Bs \ B2) < u(Bs \ B1) = w(B1AB3) =0
——

CB3\Bl

e Seien A, € M*, n € N paarweise disjunkt, und A := L—ﬂ A,,. Dabei gibt es A1, Ape € M mit
neN

Anl C An C An2 ) M(AnlAAnQ) =0

Dann ist:

A = U A AMCCAH [j A, A"LCCAM U Apo =: A

neN n=1 neN
——
A

p(A1AAs) = (A \ A1) = l(U An2> \ (U Am1>

neN meN

U

neN

Ana \ ( U Am1>

meN

}

n=1
M(Anl ANAy2 ):0

<>
n=1

Ao\ ( U Am1>

meN

Da die A,, paarweise disjunkt sind sind natiirlich auch die A, C A,, paarweise disjunkt, so dass gilt:

w(A)=p(4d1)=p (H—J An1> = ZM(AM) = Z:U’(An)
neN n=1 n=1

das heifit p ist auf M* o-additiv, und somit ein Maf. O

Aufgabe 02

Zu zeigen wére: VN € M* mit y(N) =0gilt: VA C N : A € M~
Sei also N' € M* eine Nullmenge und A C A beliebig. Es gibt also A1, A € M mit Ay C N C Ay und u(A;AAz) = 0. Wir
setzen: A} := 0, Al := A,. Es gilt somit A} C A CN C Ay = A} und A}, A, € M. Ferner ist

0= u(Ar18A) EM u( A\ Ar) = p (A2 \N) U N\ A1) | = (Ao \ W) + u(N\ Ay) = p(Az \ V)
N—_——

N
——
<u(N)=0

PO 1 Aa) — pN) = () = p(ALAAY)

——
0

Somit ist auch A € M*#. Also ist (M, M*, u) vollstéindig.



Aufgabe 03
Ziegen: Dynkin-System
e Da || = 2n : gerade, ist auch 2 € D
e Sei A € D, das heifst |A| = 2k, k € Ny. Dann ist auch |A¢| = |Q\ A| =2(n — k), also A° € D

e Seien A, € D paarweise disjunkte Mengen und A := H—J A,,. Das heift |A,| = 2k, , k, € No. Da Q endlich ist, gibt
neN

N
es nur endlich viele, paarweise disjunkte, nicht-leere Mengen A,, € D. Es gibt also ein N € N mit A = tl-J A,. Also ist
n=1
N N N
|A| = Z |An| = Z 2k, = 2 Z ky : gerade
n=1 n=1 n=1

und somit A € D.

Zeigen: Fiir n > 1 ist D keine Algebra

Dan > 1 (also || > 2) ist, kdnnen wir Elemente a1, az, ag € © wihlen. Betrachten wir die Mengen A := {a1,a2} € D und

B :={a1,a3} € D, so stellen wir fest:
AUB= {al,ag,ag} %ID

Somit kann D keine Algebra, und insbesondere keine o-Algebra sein. [

Aufgabe 04
a) Sei A € M beliebig. Da beide Mafie p; auf (M, M) endlich sind, gilt nach dem Approximationssatz

sup pi(B) = pi(A) = inf p;(B) , i=1,2
BCA BCA
Beals Bed,

mit

oy

{UA”A,LCA,LHEM}

neN

%::{ﬂA”AnHCAned}

neN

Wegen p1 < pg auf &7, ist fiir @7, 5 A = U Ap, Ap CApy1 €
neN

pr(A) = lim g (An) <l po(An) = p2(A)

n—oo

Also ist uy < po auch auf 7, also

p(d) = jof p(B) < inf pa(B) = pa2(4)
Bed, Bedl,

Somit ist g1 < po auch auf M. O
b) Betrachten die Algebra
ﬂ .

{H‘J[ai,bi) | —00 < a; <b; <a;y1 <00, ”GN}

=1

wobei wir definieren: [—00, b) := (—00,b). In Ubungsserie 03 wurde gezeigt: <7 ist tatsichlich eine Algebra.



Sei M :=0(&). Esgilt: VaeR: & & {a} € M.

Beweis: Fiir beliebiges a € R ist
~ 1
{a} =) {a,ﬁn) eM

n=1. ,
€ CM

Doch es gibt keine Darstellung {a} = H—J[ai,bi) € &/ denn jedes Intervall [a,b) ist entweder leer oder enthélt
i=1

iiberabzdhlbar viele Elemente. Somit ist insbesondere auch fiir beliebige a,b € R: [a,b] = [a,b) U {b} € M und

(a,b) = [a,b) \ {a} € M.

Definieren das Mafk

3=

141 :=Zn-5
n=1

auf M, wobei §, das Dirac-Maf um x sei. Bekanntlich ist jede abzdhlbare Summe (bzw. Linearkombination) von
Mafen wieder ein Maf. Analog definieren auch das Mafs

f2 = 1 + 0o

Diese beiden Mafe sind o-endlich, denn:

R:(—oo,O]L—S(l,oo)C_J [j

+

1 1
et n+1'n

—_——
(0,1]

p1((=09,00) = 1 (1,00)) = 0, i ([nil iD - L1

n2((1,00)) = 0, pa((~00,0]) =1, piz (MU{LD _ nil .

Es gilt: 1 = po auf /. Denn jede Menge A € o/ mit 0 € A enthilt auch eine (rechtsseitige) offene Umgebung
um 0 (da endliche Vereinigung rechtsseitig offener Mengen). Also gilt fiir solche A:

mi(A) = 3 n =00 =00+ 1= p(A) +6(A) = ia(A)

n=no

fiir geniigend grofes ng. Fir Mengen A mit 0 ¢ A gilt ohnehin die Gleichheit der beiden Mafe. Somit ist insbe-
sondere auf &7 g > po.

Doch fiir die Menge A = {0} € M ist p1(A) =0 < 1 = pa(A). Somit ist auf M nicht mehr py > po.



