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Aufgabe 01
Notationen: [—00,b) := [—00,b) "R = (=00, b).
) bzw. E_J: Vereinigung paarweiser disjunkter Mengen.
Sei
S :={[a,b) | —o0 <a<b< o0}
Berechnung von «(S)

Betrachten zuerst die Menge

o = {(L‘ﬂ[%,@)) | —o0 <a; <b; <00, a; <b; < aiqa, n€N}

i=1
und zeigen dass <7 eine Algebra ist (vgl. Ubungsserie 01):
e Esist R=[-00,00) € &

e Firdec ./, A= L—ﬂ[ai,bi) ist

i=1
n—1

A° = [—o00,a1) U (Lﬂ [bi,aiH)) U [b, 00) €

i=1

e Fir A, Bew/, A= H‘J[&i,bi) , B= w[ai,ﬁi)ﬁﬂ%ist auch

i=1 =1

n m k
AUB = (L‘ﬂ[%’ﬁi)) U H‘J[Oéj,ﬂj) = U[Ci,di] €, c; <di<cip

i=1 j=1 i=1

Aufserdem ist jede Algebra A O S abgeschlossen bzgl. endlich vieler Vereinigungen, das heifst es muss &/ C A sein! Wegen
S C & ist & = «aS), das heifit die von S erzeugte Algebra.

Existenz des gesuchten Inhalts

Sei p eine nichtnegative Funktion auf .o/, definiert durch

lai, 02)

i=1

/’L =

0 :sonst



Dann ist p(0) = p([0,0)) = 0.

Sind auRerdem A, B € & disjunkte Mengen mit A = E—J[ai, b)), B= L-Ij[ai,ﬁi), so gilt

i=1 i=1
Vi,j:laibi) Moy, ) =0 — Aij:ai<0<b A a; <0<,
woraus folgt
) i 1 :(EIlgign:ai<0§bi)\\;(3léjﬁmlaj<0§ﬂj)
u(AGB),u (L‘ﬂ[aubi)>6 H laj, 5i) = v
i J

0 :sonst

1 :F31<i<n:a; <0< 1 :ngjgm:aj<0§ﬂj
_ + = p(A) + u(B)
0 :sonst 0 :sonst

Miissen jedoch noch zeigen: pu(A) ist unabhiingig von der Darstellung von A. Sei also
o 3A= L"j[ai,bi)» B = H‘J[O‘iaﬂi)a a; <b; < ait1, a; < B < ai
i=1 i=1
Annahme: p(A) # pu(B), 0.B.d.A u(A) =1, u(B) = 0. Das heifst
Vie{l,.,n}:5; <0V a; >0 — Je>0:(—,00NnA=0

und
Jie{l,..,m}:;<0<B3; - Ve>0:F3x€B:x€(—¢0)

Beide Aussagen zusammen implizieren jedoch: A # B.
Somit ist p ein Inhalt auf o/ der die vorgegebene Eigenschaft erfiillt.

Eindeutigkeit

Seien nun p1, po Inhalte auf (R, .o/) mit der erwiahnten Eigenschaft und A = L—ﬂ [a;,b;) € o beliebig. Dann ist
i=1

pi(A) = (@i, 0:) = > o ([ai, b)) = pa(A)
i=1 i=1
Demnach gilt py = po auf /. 0O

o-Additivitat

w ist auf A nicht o-additiv, denn

M(@ H,—nil)> =u<[—1,0>>=1¢0=20=§~<[—i’—ni1>)

n=1




Aufgabe 02

Da p endlich ist, ist auch d : M x M — [0, 00) endlich. Da die Operation A symmetrisch ist, ist auch d(-,) symmetrisch.

Ferner ist

d(A, A) = p(ANA) = p(0) =0 VAe M
Seien nun A, B,C' € M beliebig. Dann gilt

U4 B) +d(B,C) = w(AMB) + u(BAD) = o (VB0 B\ )+ (21O (€ )
— WA\ B)+ p(B\ A) + u(B\ C) + u(C \ B)

— u[(A\B)\C] + pl(A\ B)NC)+ u[(B\ A)\ O]+ [(B\ 4) N C]

Ful(BAC)\ Al +p[(B\C)N Al + 1 [(C\ B)\ Al + 4 [(C\ B)n 4]

> p[(A\NB)\Cl+ p[(BNC) N A+ p[(BNA)NCT+ p[(C\ B) \ A]

Alle 4 Mengen
paarweise

disjunkt N[((A \ B) \ C) L—G ((B \ C’) N A)] _|_,u,[((B \ A) n C) L—S ((C \ B) \A)]
— —_—

(ANB)\C (CNB)\A
=p[((A\NB)U(ANB))\Cl+p[(CNB)U(C\ B))\ 4]

— A\ C) + H(C\A) = | (4N ) D (C\ A)| = 450) = d(a,C)

Somit ist d eine Pseudometrik auf M. [O
Bemerkung: Die Herleitung fiir Dreiecksungleichung kann mit Hilfe folgenden Diagramms illustriert werden:

Assoziiert man némlich die Fliche jedes Segments S;, ¢ = 1,..,7 mit dem Maf u(S;) so ist ersichtlich:

H(AAC) = p(S1) + p(S2) + p(S7) + 1(Ss)

< [u(S1) + p(Ss) + 1(Ss) + p(S6)] + [1(Sa) + (S7) + p(S2) + p(S6)] = W(AAB) + u(BAC)

Aufgabe 03

Wegen p,(0) =0 ¥V A € M ist auch
(@) = lim p,(0)= lim 0=0
n—ﬂ)o\/_/ n—oo
0

Seien A,, € M, m € N paarweise disjunkte Mengen. Aus der Definition von p folgt

() =t (1) = S
m=1

meN meN



Die (formale) Folge ., := Z tn(Ap) ist monoton wachsend. Somit konvergiert sie entweder gegen einen Wert .4 > 0
=1

oder gegen oco. Dies ist insbesondere der Fall wenn Mo, = 00 ist fiir ein ng € N.
Fall: lim .#, = oo, das heifst V.S > 0:3 no(S) € N: 4,, > S. Da die u,, monoton wachsend sind folgt

n—oo

VS>0:) lim o (A) > > tno(s)(Am) > S
m=1

m=1

= Z ,U(Am) = Z RILH;O ,Un(Am) =0 = nll)néo My, = M < E’J Am)
m=1

m=1 meN

Fall: lim %, =: # < oo. Dann ist insbesondere .#,, < .# reell, und fiir beliebiges £ > 0 gibt es ein ng € N mit

Yn>ng: My, €M —c, M)

also auch
prn monoton o

e . wachsend
Z lim ,un(Am) 2 Z Hng (Am) - %ng Z % — &
m=1 nee m=1

Da € > 0 beliebig war, muss Z lim i, (An) > A sein. Aukerdem gilt:

n—oo
m=1

N N 00

: i = 1i < i <

VNeN 2nlingoun(4m) lim Z:lun(Am) <M = Z:lnlinéo”"(Am) <.

= = =
S My <M

und deshalb . . .
Z N(Am) = Z HILH;O ,L"n(Am) =M = nlggo Z :un(Am) =p ( H'J Am) O
m=1 m=1

m=1 meN

Aufgabe 04
Sei d(A, B) := u(AAB) die durch p induzierte Metrik auf M (vgl. Aufgabe 02) und

H ={AeM|Ve>0:3Beo :dA,B)<e}Cc M

Zeigen: of C . Ist A € o/ so ist wegen pu(AAA) = d(A, A) =0 < ¢ fiir jedes € > 0, das heifst &7 C .
Zeigen: ¢ ist monotone Klasse.

e Seien A, € #, n € Nmit A,, C A,4+1 und sei A= U A,. Fiir jedes ng € N und B,,, € & gilt:
neN

AABy, © (AngBBg) U (A 4y, )

denn sei X € AAB,, = (A\Bn()) U (Bno \fl) beliebig. Im Fall X € B,, \ A ist insbesondere X ¢ A,, also
X € ApyAB,,. Im Fall X € A\ B, ist entweder X € A,,, — X € A, AB,, oder X ¢ A,, — X € A\ A,,. Auf
jeden Fall ist X € (A, ABp,) U (A \ Ano>.
Somit ist ~ B B
1 (ABB) < 1 [(Any S8 U (AN Any )| < 1 (Ang8Boy) + 1 (AN Any)
Sei nun € > 0 beliebig. Wegen R
Ai=pu(A) = lim p(4,) €R
n—oo N——

monoton
wachsend



(Stetigkeit von unten) gibt es ein ng € N mit u(A,,) € [A—£,A]. Nach Definition von % gibt es aukerdem ein
By, € & mit p(An,ABy,) < % Zusammengefasst also:

~ ~ E ~
#(ALB,) < 11(AngABay) + 1 (AN Any ) < 5+ pld) = i(Any) < ¢
N—————

<

o

das heiflt A € 7.

e Seien A, € #, n e Nmit A,41 C A, und A := A,,. Fiir jedes ngp € N und B, € & gilt
+ 0
neN

AAB,, C (Ap,ABy, ) U (Ano \A)

denn sei X € AAB,,. Im Fall X € A\ B,, ist insbesondere X € A,, — X € A,,AB,,. Im Fall X € B, \ A ist
entweder X € A,,, — X € Ay, \Aoder X ¢ A,, — X € A, AB,,. Auf jeden Fall ist X € (A, ABp,)U (Ano \A),
das heifst R B _

M (AABno) < ((AnoABno) U (Ano \A>) < p(ApgABng) + 1 (Ano \A>
Sei nun € > 0 beliebig. Wegen

n—0o0

A= pu(A) = lim u(A,) €eR
N——

monoton
fallend

(Stetigkeit von oben) gibt es ein ng € N mit y(A,,) € [A\, A+ £]. Nach Definition von .#" gibt es aukerdem ein B,,, € </

mit p(AnyABp,) < % Zusammengefasst also:
HALB,) < 1 (Any SBg) + 1 (Ang \ A) < =+ plAn,) = p(A) < ¢
—_———

das heift A € 7.

Somit ist ¢ eine monotone Klasse, und nach dem Satz {iber monotone Klassen folgt M = o(%/) C #, das heifit V A € M
und jedes € > 0 existiert ein B € & mit d(4, B) < €. Das heifst &7 ist dicht in M. O




