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Aufgabe 01

a) e Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist S; C S3 denn wegen M € S ist

vA631:A:AU®:AUMCES2—>51CSQ
S
€51

e Induktionsschritt: Sei A € S, beliebig. Dann ist auch M € §; C --- C S,, und somit

A:AU®:AUMCESn+1 —>SnCSn+1 O]

b) Zeigen: 7 := U S, ist Algebra

i=1

Es gilt:
OMecS CcT — OMecT

Seinun A € 7, das heilt 3.5, : A € S,,. Wegen () € S, ist A° =0 U A® € S,,;1 C 7 und somit A° € 7. Seien nun
A,B € T beliebig, das heitt 3 n,m e N: A€ S, , B€S,, bzw. 3k € N: A B € Si (z.B k := max{n,m}). Wir
haben jedoch gesehen dass dann B¢ € Sy ist. Daraus folgt aber

AUB = (B)€Sp2CcT - AUBeT

A U
~—
€Sk41

Somit ist 7 eine Algebra.

Zeigen: S C T

Es gilt offensichtlich S C S; C 7.

Zeigen: Fiir jede Algebra P D S ist 7 C P.

Sei P eine Algebra mit S C P.

e Es ist auch (), M € P (da P Algebra) also S; C P.

e Da P abgeschlossen bzgl. Komplementbildung ist, muss V A € P gelten: A¢ € P. Ist nun S,, C P so muss auch
Sn+1 C P sein, denn

VA BeS,CP— B°eP — AUuB°e?P

Also: Spy1 ={AUB°|A,B€S,} CP



Da S; C P ist, gilt Vn e N: S, C P woraus folgt

T:Gsncp

i=1

Somit ist «(S) =7. O

Aufgabe 02
Betrachten den messbaren Raum (R, P(R)) und die Teilmengenfolge

A, = <0, 1}
n

Diese Folge ist natiirlich monoton fallend (sogar streng monoton) und es gilt

A= ﬁ A, =0
n=1

denn wére = € A, dann miisse insbesondere x > 0 sein. Doch dann wire fiir ein geniigend grofses n € N : £ > — und somit
n

x ¢ A, D A was ein Widerspruch wére.
Betrachten die Maffunktion p: P(R) — {0,000} definiert als

Dann ist u(A4,) = oo Vn € N und somit

Aufgabe 03
Sei M := N und M = P(N) der im folgenden betrachtete messbare Raum. Dann definiert die Abbildung
oo Al =00
piM—[0,00], u(A4):=
0 :sonst

einen Inhalt auf M, denn p(()) = 0 und fiir beliebige disjunkte A, B € M ist AU B genau dann eine unendliche Menge, wenn
mindestens eine von beiden A, B unendlich ist. Also

oo :|Al=o00 V |B|=
n(AU B) = = pu(A) + u(B)
0 :sonst

Doch sie ist nicht o-Additiv, denn

M(U{n}> — (M) =00 #£0=3"0="3" u({n})

neN neN neN

Sei nun (A4,,) C M eine fallende Folge mit p(A,) < oo und m A, = 0. Dann ist insbesondere u(A4,) =0 V n € N und
neN
demnach
lim p(A4,)=0

n—oo



Aufgabe 04
a) Sei (Ap)nen C M eine Folge mit A,, C A,11. Dann gilt

N(U An> :M<L+J (A;‘mA;m.-.mA;;mAn)> =Y p(ANASN---NA;  NA,)
n=1 n=1

n=1

=z

N
=J\}iinooz_:lu(A’iﬂA5ﬂ~-ﬂAfl_1ﬂAn)=Nliinoou<+1(A‘iﬂA§ﬂ~~ﬂAZ_1ﬂAn)>

n

N
(U] = gy

n=1
wobei ”l#” die Vereinigung disjunkter Mengen symbolisiere. [
b) Sei (Ap)nen C M eine Folge mit A, 1 C A, und A= ﬂ A, Wegen A, DA, D Apt1 D A fiir n > no, gilt

n=1

50 > j(Ang) > (A,) > p(An) > u(A)

das heift die reelle Folge p(A,,) ist monoton fallend und nach unten beschréankt, also 3 lim wu(A4,).

Ferner gilt: A= m A,, fiir alle m € N. Nennen wir A,, := Ap, \ Ay, fiir n > ng so ist die Folge A,, monoton wachsend,

das heift A, C flnﬂ. Aufierdem ist

Somit kénnen wir Teil (a) anwenden und erhalten

n(4) = “< N An) = (Ano\ U fln> T A —u( U fin> 2 Ang) =l p(An)

n=ngo n=no
N(Ano\An)

AL L (Any) — lim [1(Any) — p(An)] = lim p(A,) O

n—oo n—oo



