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Aufgabe 01
a) • Induktionsanfang: Für n = 1 ist S1 ⊂ S2 denn wegen M ∈ S1 ist

∀ A ∈ S1 : A = A ∪ ∅ = A︸︷︷︸
∈S1

∪M c ∈ S2 → S1 ⊂ S2

• Induktionsschritt: Sei A ∈ Sn beliebig. Dann ist auch M ∈ S1 ⊂ · · · ⊂ Sn und somit

A = A ∪ ∅ = A ∪M c ∈ Sn+1 → Sn ⊂ Sn+1

b) Zeigen: T :=
∞⋃
i=1

Sn ist Algebra

Es gilt:
∅,M ∈ S1 ⊂ T → ∅,M ∈ T

Sei nun A ∈ T , das heißt ∃ Sn : A ∈ Sn. Wegen ∅ ∈ Sn ist Ac = ∅ ∪ Ac ∈ Sn+1 ⊂ T und somit Ac ∈ T . Seien nun
A,B ∈ T beliebig, das heißt ∃ n,m ∈ N : A ∈ Sn , B ∈ Sm bzw. ∃ k ∈ N : A,B ∈ Sk (z.B k := max{n,m}). Wir
haben jedoch gesehen dass dann Bc ∈ Sk+1 ist. Daraus folgt aber

A ∪B = A︸︷︷︸
∈Sk+1

∪(Bc)c ∈ Sk+2 ⊂ T → A ∪B ∈ T

Somit ist T eine Algebra.

Zeigen: S ⊂ T

Es gilt offensichtlich S ⊂ S1 ⊂ T .

Zeigen: Für jede Algebra P ⊃ S ist T ⊂ P.

Sei P eine Algebra mit S ⊂ P.

• Es ist auch ∅,M ∈ P (da P Algebra) also S1 ⊂ P.
• Da P abgeschlossen bzgl. Komplementbildung ist, muss ∀ A ∈ P gelten: Ac ∈ P. Ist nun Sn ⊂ P so muss auch
Sn+1 ⊂ P sein, denn

∀ A,B ∈ Sn ⊂ P → Bc ∈ P → A ∪Bc ∈ P

Also: Sn+1 = {A ∪Bc | A,B ∈ Sn} ⊂ P
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Da S1 ⊂ P ist, gilt ∀ n ∈ N : Sn ⊂ P woraus folgt

T =
∞⋃
i=1

Sn ⊂ P

Somit ist α(S) = T .

Aufgabe 02
Betrachten den messbaren Raum (R,P(R)) und die Teilmengenfolge

An :=
(

0,
1
n

]
Diese Folge ist natürlich monoton fallend (sogar streng monoton) und es gilt

A :=
∞⋂
n=1

An = ∅

denn wäre x ∈ A, dann müsse insbesondere x > 0 sein. Doch dann wäre für ein genügend großes n ∈ N : x >
1
n

und somit
x /∈ An ⊃ A was ein Widerspruch wäre.
Betrachten die Maßfunktion µ : P(R)→ {0,∞} definiert als

µ(U) =
{
∞ : U 6= ∅
0 : U = ∅

Dann ist µ(An) =∞ ∀ n ∈ N und somit
lim
n→∞

µ(An) =∞ 6= 0 = µ(∅)

Aufgabe 03
Sei M := N undM = P(N) der im folgenden betrachtete messbare Raum. Dann definiert die Abbildung

µ :M→ [0,∞] , µ(A) :=

 ∞ : |A| =∞

0 : sonst

einen Inhalt aufM, denn µ(∅) = 0 und für beliebige disjunkte A,B ∈M ist A∪B genau dann eine unendliche Menge, wenn
mindestens eine von beiden A,B unendlich ist. Also

µ(A ∪B) =

 ∞ : |A| =∞ ∨ |B| =∞

0 : sonst

 = µ(A) + µ(B)

Doch sie ist nicht σ-Additiv, denn

µ

(⋃
n∈N
{n}

)
= µ(N) =∞ 6= 0 =

∑
n∈N

0 =
∑
n∈N

µ({n})

Sei nun (An) ⊂ M eine fallende Folge mit µ(An) < ∞ und
⋂
n∈N

An = ∅. Dann ist insbesondere µ(An) = 0 ∀ n ∈ N und

demnach
lim
n→∞

µ(An) = 0
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Aufgabe 04
a) Sei (An)n∈N ⊂M eine Folge mit An ⊂ An+1. Dann gilt

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
= µ

( ∞⊎
n=1

(
Ac1 ∩Ac2 ∩ · · · ∩Acn−1 ∩An

))
=
∞∑
n=1

µ
(
Ac1 ∩Ac2 ∩ · · · ∩Acn−1 ∩An

)

= lim
N→∞

N∑
n=1

µ
(
Ac1 ∩Ac2 ∩ · · · ∩Acn−1 ∩An

)
= lim
N→∞

µ

(
N⊎
n=1

(
Ac1 ∩Ac2 ∩ · · · ∩Acn−1 ∩An

))

= lim
N→∞

µ

(
N⋃
n=1

An

)
= lim
N→∞

µ(AN )

wobei ”
⊎
” die Vereinigung disjunkter Mengen symbolisiere.

b) Sei (An)n∈N ⊂M eine Folge mit An+1 ⊂ An und Ã :=
∞⋂
n=1

An. Wegen An0 ⊃ An ⊃ An+1 ⊃ Ã für n > n0, gilt

∞ > µ(An0) ≥ µ(An) ≥ µ(An+1) ≥ µ(Ã)

das heißt die reelle Folge µ(An) ist monoton fallend und nach unten beschränkt, also ∃ lim
n→∞

µ(An).

Ferner gilt: Ã =
∞⋂
n=m

An für alle m ∈ N. Nennen wir Ãn := An0 \An für n ≥ n0 so ist die Folge Ãn monoton wachsend,

das heißt Ãn ⊂ Ãn+1. Außerdem ist

∞⋃
n=n0

Ãn ⊂ An0 ∧ µ

( ∞⋃
n=n0

Ãn

)
≤ µ(An0) <∞

Somit können wir Teil (a) anwenden und erhalten

µ
(
Ã
)

= µ

( ∞⋂
n=n0

An

)
= µ

(
An0 \

∞⋃
n=n0

Ãn

)
µ(An0 )<∞

= µ(An0)− µ

( ∞⋃
n=n0

Ãn

)
(a)
= µ(An0)− lim

n→∞
µ(Ãn)︸ ︷︷ ︸

µ(An0\An)

µ(An)<∞
= µ(An0)− lim

n→∞
[µ(An0)− µ(An)] = lim

n→∞
µ(An)
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