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Aufgabe 01

a) Seien z,z € E und x4, 24 beliebig. Dann setzen: 2y, 2y € {xa,z4} so dass p(x,2'y), p(z, ;) jeweils minimal werden.
Dann ist

p(z,xly) < p(z,24) < p(z,2) + p(2,24) — pla,2y) — p(z,24) < pla, 2)
Analog ist auch p(z, 24) — p(z,2'y) < p(z, z). Somit ist:
p(x,{za;24}) = p(2,{za, 24})| < p(2,2)
Sei nun € > 0 beliebig. Da p(z, A), p(z, A) Infima sind, gilt
Jaa,za € A:plx,xa) € [p(z, A), p(z, A) + €] , p(2,24) € [p(2,A), p(z, A) + €]

Betrachten nun p(z,{xa, z4}). Ist p(x,z4) < p(z,z4) so gilt

plz, A) < p(x,24) < p(z,24) < p2,A) +€
Andernfalls ist p(x,{xa,2z4}) = p(x,x4). Wie dem auch sei, ist immer

p(x,{za,24}) € [p(x,A), p(z,A) +¢]

und analog
p(Z, {xA; ZA}) € [p(Z, A>7 p(Z, A) + E]
Also gilt
p(z, A) = p(z, A)| < |p(z,{xa,24}) — p(2,{za, 24})| + 26 < p(z,2) + 2¢

Da € > 0 beliebig klein gew&hlt werden kann, muss

oz, A4) = pl=, A)| < plx,2) |

&
sein, denn wére |p(z, A) — p(z, A)| = p(x,z) +6, § > 0 so wiirde schon die Wahl ¢ := 32U einem Widerspruch fiihren.

Gleichmifiige Stetigkeit
Sei € > 0 beliebig. Dann gilt:

Va,yeE:pla,y) <e= |p(z,A) —ply, A)| < p(z,y) <e
Somit ist p(-, A) gleichméfig stetig auf E. O

b) Sei F C E und
F..={ze€ E:p(x F)=0}



Richtung ="

Sei F abgeschlossen d.h Fj, := E \ F ist offen. Sei erstmal v € F. Dann ist p(v, F) = p(v,v) = 0 also ist v € F, und
ferner F' C F;.

Sei nun v € F., d.h p(v, F) = 0. Wire v € F}, dann gibe es eine Kugel B.(v) C F} also B.(v) N F = (). Es gibt also
kein w € F mit p(v,w) < 0+ ¢ = p(v, F) + £ was ein Widerspruch ist. Somit muss F' 5 v ¢ F}, sein also F,, C F, d.h
F=F,.

Richtung ”<”

Sei F' = F,.. Dann sei v € Fy beliebig (also v ¢ F}.). Da p(v, ') =: € > 0 ist, schneidet sich die Kugel B, />(v) nicht mit
F (liegt also vollstindig in F}), denn sonst gébe es ein w € B,/ N F' mit

plv,w) <eg <e

also wére € nicht das Infimum p(v, F'). Somit ist F} offen also F' abgeschlossen. [

Aufgabe 02
Bemerkung: Es gilt:
e Ist A € S| dann ist natiirlich auch A € Ss.
e Sy C S3dennist A€ Sy dannist A=ANM=AnN(0)° € S
e Ist A € Sy dann ist auch A° € S3 denn A° = M N A° € S5
o Sind Ay,.., A, € Sy dann ist [ A; =M N[ ) Ai € S
i=1 i=1
e Ist A € S3, dann ist natiirlich auch A € S,.

e Aus oberem folgt: S C S; C Sy C S5 C Sy

Zeigen: S; Halbalgebra

Esist M € S3, denn mit A= M € S5, By =0 € Sy ist AN BY € Ss.
——

M
Seien U17 A Um E 53' Da'nn gibt eS AlﬂBll7 "7B1n17 A 7Am7Bm17 "’an‘,” E 52 mit
U= A;NBS N BYN--- N BE

wmi

Doch dann ist

i=1j=1

=1

Sei schlielich
W=ANBiN---NB,e€Ss, A, B €5,

beliebig. Induktion iiber n. Filir n = 1 ist

We=(ANBSS = A°U B, = A°U (AN By)



+
wobei U die Vereinigung disjunkter Mengen bedeuten soll. Induktionsschritt: Sei n > 1, dann ist

We=A°UB,U---UBy_ UBy = (A°UB, U---UBy_1) U[(A°UB; U---UBy_1)° N Byl

n—1 n—1 n—1

—(AnBin--nBe ) U[(ANBSN - NBS ) NB.] = (AnBn--nBS_ ) U[(B, NA)NBEN -1 BE_|]
N——

€S2

=:UpES3

Doch nach Induktionsvorraussetzung ist
(AnB{n---NB._,)"

n—1

als Vereinigung, endlich vieler disjunkter Mengen Uy, .., U, € S3 darstellbar, also

We=0,0...0U UUs

O

Zeigen: S, ist eine Algebra

Es ist A # (). Beweis: Es ist M € S; C Sy also Sy # 0.
Ist A€ Sy, dh
P
A= L‘lj Wi, W; € S
i=1

dann ist auch A€ € Sy. Beweis: Nach obigem Beweis kénnen wir schreiben

p P ng
Ac= (Wi =\ H Ui, Uy €Ss
i=1

i=1j=1

Doch die Operationen 6, N gehorchen den Assoziativ- und Distributivgesetzen so dass sich A¢ wieder als eine (endliche)
Vereinigung (disjunkter) Mengen V; darstellen ldsst. Doch diese V; sind genau Schnitte zwischen den Mengen U; € S5 also
auch wieder in S3 (da S; Halbalgebra). Somit ist insgesamt A° € Sy.

Ferner seien A, B € S; d.h

p q
A=A, B=4 B,
i=1 j=1
Dann ist
p q p q
AnB=(HA4|n|HB |=HHWHA4anB s
(Ga)o(gn)-BYannes

€S53
Wegen A€, B¢ und somit auch A° N B¢ ist folglich

AUB=(A°NB% €S,

Somit ist gezeigt: S, ist eine Algebra iiber M.

Zeigen: S, ist kleinste Algebra die S enthilt

Miissen zeigen: Ist K eine Algebra iiber M mit S C K, so ist Sy C K.
Da K eine Algebra ist, ist sie insbesondere nicht leer. Also sei A € K. Dann muss auch M = AUA° € Kund ) = ANA°e K
sein. Da sie aber auch S enthilt enthélt sie SU{0, M} = S;. Da sie abgeschlossen gegeniiber Bildung endlicher Durchschnitte

ist, ist insbesondere
ng{ﬂAiAieSl s nZl}CIC

i=1

Da fiir jedes B; € K auch Bf € K sein muss, gilt dhnlich

S3:{AﬂBfﬂ---ﬁBfL|A,B,‘ESQ,TLZI}CK



Auklerdem muss K abgeschlossen gegeniiber endlicher Vereinigungen von Elementen (insbesondere aus S3) sein, also
P P
Sy = {A = L—Ij A; | A; € S3 und paarweise disjunkt} C {A = U A | A € Sg} ckK
i=1 i=1

Somit ist Sy C K.
Haben also gezeigt:

e S, ist eine Algebra liber M.
e Fiir beliebige Algebra K tiber M ist Sy C K.
e Esist S C Sy.

Somit ist Sy = a(S). O

Aufgabe 03
a) Bezeichnen
V= {UAi | TcC {L..,n}}
icl

und fiir eine beliebige Indexmenge I C {1,..,n} das Komplement I¢:= {1,..,n}\ I.

Zeigen: V ist eine Algebra.
Da S eine Zerlegung von M ist, gilt

M = U A, eV
i=1
Ist ferner A = U A; € V, so ist auch
iel
A€ = U Ai eV
iele
Sind
A=HAiev,B=HAeV
i€l icly
so ist auch
AUB= (Lﬂ Ai> u(@ Ai> = | aev
i€l i€l i€l Ul

Somit ist V eine Algebra.
Zeigen: S C V: Klar!

Zeigen: Jede Algebra A iiber M die S enthélt enthélt auch V.
Sei A eine Algebra {iber M mit S C A. Da A eine Algebra ist, ist sie abgeschlossen bzgl. endlicher Vereinigungen von
Elementen, insbesondere von Elementen aus S. Somit muss

V{UAHIC{L..,n}} cA

iel

sein.
Also ist V' die kleinste, S enthaltende Algebra iiber M und ist insbesondere endlich, mit |V] = 2™.



Sei
A={4,.., A}

die endliche Algebra iiber M. Definieren die Menge

und zeigen dass S eine endliche Zerlegung von M ist mit A = «(5).
Bemerkung: Die Elemente U; € S sind genau die Atome von A. Eine illustrative Plausibilitatserklirung kann man
sich in folgender Darstellung von Punktmengen {iberlegen:

Dabei ist jede Figur (bzw. "meta-Figur”) eine Menge in .4 und jede Farbe ein ”Atom”, erzeugt durch genau die Vorschrift
wie in S. Das zu x € M gehoérende Atom ist gegeben durch

A(z) = U B
BeA
xz€EB

Zeigen: S ist endliche Zerlegung von M.
Es ist zum einen |[S| < n (also endlich) da S C \A. Zum anderen sind alle Mengen A # B € S disjunkt. Sei ndmlich

A:(ﬂAJ\ UAiES,B:<ﬂAJ\ UJA4i]es
i€l i€lf i€ly iels
und z € AN B. Dann folgt

xe<ﬂAJm<ﬂAO: N 4 rz¢lJa)lulUa)l= U 4

i€l i€ls i€Vl ielf iclg ieIeUIg
Annahme: 3 ke (L UL) AN ke (IfUI5) — xz€ Ap AN o ¢ A Widerspruch! — (L UL)N(I{UIS) =0
Annahme: 3k ¢ (LUL) A k¢ (IfUI5) = (11 N12)° D (I; Ulz)® Widerspruch! — (L UL)UI{UI§) =M

= LHhUuL=(I{Uul5)=LHNnIl — I =1, —» A= B Widerspruch!
und somit A, B disjunkt. Ferner sei z € M beliebig und
I(z):={ie{l,.,n} |z e A € A}

Dann ist

x € <ﬂ Ai> \ <U Ai> €S (U # 0 da mindestens M € A ist)

1€ i€Ze

=:U



dh3U € S mit x € U. Somit ist
mMclJUu
Ues

Da sowieso gilt U UC M ist
Ues
M= U
Ues
Somit ist S eine endliche Zerlegung von M.

Zeigen: A = a(S).

Sei V' wie vorhin im Zusammenhang mit S definiert. Dann ist V' = «(5). Da A eine Algebra ist, ist Sie geschlossen
gegeniiber endlichen Vereinigungen, Durchschnittbildungen und Komplementbildungen. Somit ist durch die Definition
von S und «(S) ersichtlich dass schon mal «(S) C A gilt (da S C A).

Sei nun Ay € A. Dann ist
A = H—J U =: S € alS)

Ues

denn zum einen ist Sy C Ay (folgt unmittelbar aus der Definition von Sj) und zum anderen ist Ay C S denn:
Sei x € Ag. Da S Zerlegung von M ist, gibt es genau ein (Modul) U, € S mit x € U,, und dies ist darstellbar als

U= () A|\| U 4i|es
A;€A Ai€eA
T€A; ¢ A,

Doch fiir jedes y € U, muss gelten: Ist z € A; so ist auch y € A; da U, nur aus Elementen von Teilmengen A; mit
x € A; besteht. Somit ist insbesondere y € Ay da x € Ay, das heift U, € Ag. Doch somit ist € U, C Si (aufgrund
der Definition von Sy) also Ay, C Sy bzw. Ay = Sk € a(S). Also ist A C a(S)

Somit ist gezeigt: A = a(S).

Eindeutigkeit der Zerlegung

Seien S = {S4,..5,} und 5" = {57, ..., 5],} zwei endliche Zerlegungen von M mit a(S) = A = «(S’). Dann gilt nach
Teil (a):
a@%:%ﬂ&|HJLNM}:A:a@Q:{wSHICﬂwmﬂ}
i€l iel
wobei S; N S; =0 = S; NS fiir alle i # j ist. Sei nun S, € S C a(S) = a(9’) beliebig. Dann gibt es eine Indexmenge
Ic{1,..,m} mit
Sa = H-J S: ) Sz/ 7& 0
iel

und umgekehrt fiir jedes S;, i € I gibt es eine Indexmenge I; € {1,..,n} mit

Si= s,
JEL
also
Sa=W 4 S;
i€l jel;

Doch aufgrund der Definition einer Zerlegung muss U I; = {a} sein. Dies bedeutet insbesondere dass fiir alle i € T
iel

gilt: S; = S, oder S = ) (zweites ist ausgeschlossen) und demnach gibt es fiir jedes S, € S ein S/, € S’ mit S, = 5.

Also ist S C 8’. Analog zeigt man auch S’ C S und somit S = 5. 0O



Aufgabe 04
Richtung ”="
Sei E separabel, d.h es gibt eine abzdhlbare Menge
M= {xl,xg, } cFE
so dass
VyeE:YVe>0:3zeM:yec B2(z) , BZ(x): offene Kugel um = mit dem Radius ¢
Betrachten die Menge:
B:={B(z)|zeM,0<e€Q}CT

Sei nun 2 € 7, das heifit Q ist offen. Sei y € Q beliebig. Dann gibt es ein € > 0 so dass B2(y) C Qundein 0 < § < % , 0 €Q.
Da E separabel ist, gibt es ein 2 € M mit y € Bg(x) € B. Doch es ist auferdem B¢ (x) C BZ(y) denn fiir alle z € B(z) gilt:
p(z,y) < plz,2) +pla,y) <26 <e — z€ B2(y)

——

N——
<é <0

Somit gibt es fiir jedes y € Q € T ein Element Bf(x) € B mit y € Bg(z) C Q. B ist also eine Basis fiir 7. Diese ist sogar
abzihlbar: Betrachten dazu beliebige Bijektionen f: Q — Nund g : N x N — N (diese existieren da Q und N x N abzéhlbar
sind) und die Injektion

h:B—QxN, B(z;) " (e,)

Bemerke: g ist keine Bijektion, da es durchaus zwei €1 # 2 € Q geben kann mit B¢ (x) = BZ,(x). Doch sie ist injektiv,
denn fiir verschiedene Kugeln in B muss Radius und/oder Mittelpunkt verschieden sein.
Dann ist die Verkniipfung

L(B):=g[f(h(B)),), (h(B)),]
auch injektiv. Somit ist B abzdhlbar.

Richtung ”<”

Sei
B = {Bl, BQ, }

eine abzahlbare Basis fiir 7, das heifst
VQeT:VeeQ:3BeB:2€ BCQ
Assoziieren mit jedem B; # () ein Element x; € B; und nennen
X ={x1,22,...}

Da B abzahlbar ist, ist natiirlich auch X abzéhlbar.
Seien y € E und € > 0 beliebig. Betrachten die offene Kugel B2(y) € 7. Dann gibt es eine offene (nichtleere) Menge B; € B
mit

y € Bi C B2(y)

Doch da auch x; € B; C B2(y) ist, folgt p(x;,y) < €. Somit ist X dicht. O



