
Maß– und Integrationstheorie 2007

Prüfungsklausur

1. Es sei ν ein Maß auf einem meßbaren Raum (Ω,A) und f : Ω → [0,∞) sei eine meßbare Funktion.

(a) Zeigen Sie, dass durch

µ(A) :=
∫

A

f(ω) dν(ω)

ein Maß µ auf (Ω,A) definiert wird. 2P
(b) Charakterisieren Sie Funktionen f für die man ν << µ hat (Begründung). 2P

2. Die Eulersche Betafunktion ist durch

B(x, y) :=
∫ 1

0

ux−1(1− u)y−1 du , 0 < x, y < ∞ ,

definiert. Zeigen Sie, dass aus xn → x und yn → y für zwei Zahlen x, y > 0 stets auch
limn→∞B(xn, yn) = B(x, y) folgt. 3P

3. Gegeben seien Maße µn auf (Ω,A) mit µ1(A) ≤ µ2(A) ≤ · · · für alle A ∈ A.

(a) Zeigen Sie, dass durch
µ(A) := sup

n
µn(A) , A ∈ A ,

ein Maß auf (Ω,A) definiert wird. 2P
(b) Man beweise, dass für eine meßbare reellwertige Funktion f genau dann die Aussage f ∈

L1(Ω, µ) gilt, wenn man supn

∫
Ω
|f | dµn < ∞ hat. 2P

(c) Falls f µ–integrabel ist, so zeige man 1P
∫

Ω

f dµ = lim
n→∞

∫

Ω

f dµn .

4. Berechnen Sie direkt mit Hilfe der Definition des Lebesgue–Integrals
∫ 1

0
e−x dλ1(x). 3P

Hinweis: Zur Berechnung des auftretenden Grenzwerts kann man z.B. die Regel von l’Hospital
benutzen.

5. Auf [0, 1]× N (hier sei N = {1, 2, . . .}) sei die Funktion f durch

f(x, n) = xn

definiert. λ1 sei das Lebesguemaß auf [0, 1] und µ das Zählmaß auf N. Man berechne
∫

[0,1]×N
f(x, n) d(λ1 ⊗ µ)(x, n)

und begründe die Rechnung. 2P

6. (a) Für meßbare Funktionen fn, f von Ω nach R gelte fn
µ→ f . Man zeige, dass für eine gleichmäßig

stetige Funktion h : R → R auch h(fn)
µ→ h(f) folgt. Bekanntlich heißt h gleichmäßig stetig,

wenn zu ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass für x, y ∈ R mit |x− y| < δ stets |h(x)− h(y)| < ε
folgt. 2P

(b) (?) Man zeige die Aussage von (a) für endliches µ und eine stetige (nicht notwendig gleichmäßig
stetige) Funktion h. 2∗P
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