Maf~ und Integrationstheorie 2007
Priifungsklausur
1. Es sei v ein MaB auf einem mefibaren Raum (€2, A) und f: @ — [0, 00) sei eine mefibare Funktion.
(a) Zeigen Sie, dass durch
n(4) = [ fw)an(e)
ein Mafl p auf (€, .A) definiert wird. 2P
(b) Charakterisieren Sie Funktionen f fiir die man v << p hat (Begriindung). 2P

2. Die Eulersche Betafunktion ist durch
1

B(z,y) == / w1l —w) Pdu, 0<z,y<oo,
0

definiert. Zeigen Sie, dass aus z,, — x und y,, — y fiir zwei Zahlen x,y > 0 stets auch
limy, 00 B(xn,yn) = B(x,y) folgt. 3P
3. Gegeben seien Mafle p, auf (Q,.A) mit pq(A4) < pg(A4) < --- fiir alle A € A.

(a) Zeigen Sie, dass durch
p(A) :==supun(4), Ae€A,

ein Maf auf (2, .A) definiert wird. 2P
(b) Man beweise, dass fiir eine mefibare reellwertige Funktion f genau dann die Aussage f €
L1(9, p) gilt, wenn man sup,, [;, |f| dun < oo hat. 2P
(c) Falls f u—integrabel ist, so zeige man 1P
/fd,u: lim /fdun.
Q n—oo Jo
4. Berechnen Sie direkt mit Hilfe der Definition des Lebesgue-Integrals fol e *dA(x). 3P
Hinweis: Zur Berechnung des auftretenden Grenzwerts kann man z.B. die Regel von 1'Hospital
benutzen.
5. Auf [0,1] x N (hier sei N = {1,2,...}) sei die Funktion f durch
flz,n) =a"

definiert. Ay sei das Lebesguemafl auf [0, 1] und p das Zdhlma$l auf N. Man berechne
[ fam de pen)
[0,1]xN

und begriinde die Rechnung. 2P

6. (a) Fiir meBbare Funktionen f,, f von Q nach R gelte f,, % f. Man zeige, dass fiir eine gleichmiiBig

stetige Funktion h : R — R auch h(f,) £ h(f) folgt. Bekanntlich heifit h gleichmé&Big stetig,
wenn zu € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir z,y € R mit |x — y| < § stets |h(x) — h(y)| < e

folgt. 2P
(b) (%) Man zeige die Aussage von (a) fiir endliches p und eine stetige (nicht notwendig gleichmiiflig
stetige) Funktion h. 2*p
* 912" P

*Note 5: 0.0 bis 7.0 Punkte, Note 4: 7.5 bis 10.0 Punkte, Note 3: 10,5 bis 13.0 Punkte, Note 2: 13.5 bis 16.0 Punkte,
Note 1: 16.5 bis 21.0 Punkte
Klausureinsicht: Am 06.08.07 von 10.00 bis 12.00 Uhr im Raum 3515
Nachklausur: 16.10.07, 10.00 Uhr im SR 113, CZ—Strafle



