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Aussage iiber o-Algebren

Jede o-Algebra M iiber M besitzt entweder iiberabzdhlbar viele oder nur endlich viele Elemente.

Beweis durch Widerspruch

Annahme: M| = |N|.
Definieren fiir x € M die Menge

Mx::ﬂB

BeM
rEB

Dann gelten folgende Aussagen:
(i) Fiir z € M ist x € M, und somit M, # 0.
Beweis: Offensichtlichist re M e Mundx € BY Be M :xz € B.
(ii) Esist M, € M.
Beweis: Wegen |M| = |N| setzt sich M, als Schnitt von hochstens abziahlbar vielen messbaren Mengen zusammen,
und ist somit selbst messbar.
(iii) Ist x ¢ M, so folgt M, N M, =)
Beweis: Wegen = ¢ M, ist © € M, \ M, also per Definition von M, : M, C M, \ M,. Doch dies kann nur der Fall
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eM
sein, wenn M, N M, = (.

(iv) Esist M, N M, # 0 genau dann wenn M, = M,.

Beweis: Die cine Richtung ist trivial. Sei nun M, N M, # 0, dann durch (i) dass € M, 2™ A c M, und
~—~
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def. M, .
ze M, “X8Y M, c M, ist. Also M, = M,.
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Fiihren auf M die Aquivalenzrelation ~ ein:
x~z e MyNM,#0 & M,=M,

Withlen aus jeder Aquivalenzklasse [x] in M einen Repriisentanten x aus (Auswahlaxiom) und fassen diese zur Menge R
zusammen. Dann gilt:

(a) Fiir z,z € R, x # z ist M, N M, = () also insbesondere M, # M,,.
Beweis: Aus z # z folgt per Konstruktion von R dass [z] # [2] < x ¢ y ist, das heift M, N M, = 0.

(b) Esist |R| <|NJ.
Beweis: Klar, denn |R| W [{M,:z € R}| <|M|=|N|
—_——
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Es ist
M= |H M,
r€ER

Beweis: Es ist
Konstruktion

M=|JM U4 M,
reM TER

Fiir beliebige messbare Menge A € M ist

A= LJMQc

rER
T€A
Beweis: Zum einen ist
TER z€A r€EA xeBeEM

€A
cA
da z€AeM
und zum anderen existiert wegen (c) fiir y € A ein 29 € R mit y € M,, &), Mg, = M, LGN xo € My C A das heifit
:E()GIA?
xo€E
yeM, =M, C |JM,
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Wegen (d) kann insbesondere jede messbare Menge A durch Kombinationen aus R dargestellt werden. Somit muss R
unendlich sein, denn sonst wéren nur endlich viele messbare Mengen erzeugbar, das heifst | M| < |N| was ein Widerspruch
zur Annahme wére.

Fiir beliebige Teilmenge T' C R ist
Ur := U M, € M

€T
da nach (b) T hochstens abzdhlbar viele Elemente enthélt.

Fir unterschiedliche 77,75 C R ist auch Up, # Up, .
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Beweis: Es sei 0.B.d.A z € T, ¢ T». Dann ist M, C T;. Jedoch ist nach (a) fiir alle y € T5 : M, N M, = 0, das heifit
ng §Z UT2~ Somit ist UvT1 7é UTQ.

(e)
Wegen (f) und (g) existieren mindestens 2% unterschiedliche messbare Mengen, das heifit |M| > 215 > 2N > |R|, was ein
Widerspruch zur Annahme war.
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