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• Wir betrachten die (gegebenfalls komplexwertige) Induktionsgleichung

∂tB = rot(v ×B)− 1

µσ
rot rotB (0.1)

für µ und σ konstant und ein Geschwindigkeitsfeld der Form

v = Ω(r)r · eϕ + u(r) · ez, (0.2)

unter der Nebenbedingung divB = 0. Wir erinnern an die Identität

rot rotA = grad divA−∆A, (0.3)

für jedes 2-mal differenzierbares Vektorfeld A, wobei ∆A der Vektorwertige Laplace-Operator angewandt
auf A sei. In zylindrischen Koordinaten nimmt er die Form

∆A =

[
∆Ar −

Ar
r2
− 2

r2
∂ϕAϕ

]
· er +

[
∆Aϕ −

Aϕ
r2

+
2

r2
∂ϕAr

]
· eϕ + (∆Az) · ez (0.4)

an. Wir kürzen ab α := 1
µσ . Wegen divB = 0 nimmt (0.1) die Form

∂tB
(0.3)
= rot(v ×B) + α∆B

(0.2)
= rot [(ΩrBz − uBϕ) · er + uBr · eϕ − ΩrBr · ez] + α∆B

(0.4)
=

[
−Ω∂ϕBr − u∂zBr + α

(
1

r
∂r (r∂rBr) +

1

r2
∂2ϕBr + ∂2zBr −

Br
r2
− 2

r2
∂ϕBϕ

)]
· er

+

[
Ωr∂zBz − u∂zBϕ + ∂r(ΩrBr) + α

(
1

r
∂r (r∂rBϕ) +

1

r2
∂2ϕBϕ + ∂2zBϕ −

Bϕ
r2

+
2

r2
∂ϕBr

)]
· eϕ

+

[
1

r
∂r(ruBr)− Ω∂ϕBz +

u

r
∂ϕBϕ + α

(
1

r
∂r (r∂rBz) +

1

r2
∂2ϕBz + ∂2zBz

)]
· ez

(0.5)

an.

• Wir machen den Ansatz B = <(B̃) mit

B̃(r, ϕ, z, t) = b(r) ei(mϕ−kz)+γt︸ ︷︷ ︸
=:ε(ϕ,z,t)

, (0.6)

als komplexwertiges Feld, wobei m ∈ Z, k ∈ R \ {0} und γ ∈ C. Dann erfüllt B die Induktionsgleichung
(0.1) und die Bedingung divB = 0 insofern B̃ diese erfüllt. Zu lösen sei also die Differentialgleichung
(0.1) bzw. äquivalent dazu (0.5) für das komplexe Feld B̃ unter der Bedingung div B̃ = 0. Hinsichtlich
des Ansatzes (0.6) suchen wir eine Differentialgleichung für das komplexe, radialsymmetrische Feld b.
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• Anwendung von div B̃ = 0 auf (0.6) ist äquivalent zur Bedingung

0 = div B̃ =
1

r
∂r(rB̃r) +

1

r
∂ϕ(B̃ϕ) + ∂zB̃z =

[
1

r
∂r(rbr) +

im

r
bϕ − ikbz

]
· ε(ϕ, z, t), (0.7)

bzw.
ikrbz = ∂r(rbr) + imbϕ (0.8)

Einsetzen von (0.2) und (0.6) in die Induktionsgleichung (0.5) führt auf die äquivalente Differentialgle-
ichung

γε · b =

[
−imΩεbr + ikuεbr + α

(
ε

r
∂r (r∂rbr)− (m2 + 1)

εbr
r2
− k2εbr −

2im

r2
εbϕ

)]
· er

+

[
−ikΩrεbz + ikuεbϕ + ε∂r(Ωrbr) + α

(
ε

r
∂r (r∂rbϕ)− k2εbϕ − (m2 + 1)

εbϕ
r2

+
2im

r2
εbr

)]
· eϕ

+

[
ε

r
∂r(rubr)− imΩεbz + im

u

r
εbϕ + α

(
ε

r
∂rbz + ε∂2r bz −

m2

r2
εbz − k2εbz

)]
· ez

(0.8)
=

[
−imΩεbr + ikuεbr + αε

(
1

r
∂r (r∂rbr)− (m2 + 1)

br
r2
− k2br −

2im

r2
bϕ

)]
· er

+

[
−Ωimεbϕ + ikuεbϕ + εrbr∂rΩ + αε

(
1

r
∂r (r∂rbϕ)− k2bϕ − (m2 + 1)

bϕ
r2

+
2im

r2
br

)]
· eϕ

+

[
ε

r
∂r(rubr) + im

u

r
εbϕ +

αε

ik

[
− im
α

Ω +
1

r
∂r + ∂2r −

m2

r2
− k2

] [
1

r
(∂r(rbr) + imbϕ)

]]
· ez.

(0.9)

Diese entspricht (komponentenweise) den Differentialgleichungen

γbr = −imΩbr + ikubr +
1

µσ

(
1

r
∂r (r∂rbr)− k2br − (m2 + 1)

br
r2
− 2im

r2
bϕ

)
(0.10)

und

γbϕ = −Ωimbϕ + ikubϕ + rbr∂rΩ +
1

µσ

(
1

r
∂r (r∂rbϕ)− k2bϕ − (m2 + 1)

bϕ
r2

+
2im

r2
br

)
(0.11)

und

γbz =
1

r
∂r(rubr) + im

u

r
bϕ +

1

ikµσ

[
−imµσΩ +

1

r
∂r + ∂2r −

m2

r2
− k2

] [
1

r
(∂r(rbr) + imbϕ)

]
, (0.12)

Nach (0.8) ist letztere äquivalent zu

γ

ikr
[∂r(rbr) + imbϕ] =

1

r
∂r(rubr) + im

u

r
bϕ

+
1

ikµσ

[
−imµσΩ +

1

r
∂r + ∂2r −

m2

r2
− k2

] [
1

r
(∂r(rbr) + imbϕ)

]
.

(0.13)

Sie ist durch die Erfüllung der ersten beiden Differentialgleichungen (0.10) & (0.11) automatisch auch
erfüllt, was durch den Vergleich

(0.13) ∼=
1

ikr
∂r [r · (0.10)] +

m

kr
· (0.11) (0.14)

ersichtlich wird.
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