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Aufgabe 02
Wir zeigen dass die Grundgleichungen der Magnetohydrodynamik1

divB = 0 , rotH = j , rotE = −∂tB , j = σ(E + v ×B) (0.1)

unter einer Galilei-Transformation der Geschwindigkeit V invariant bleiben, wobei wir annehmen dass kompo-
nentenweise ρelV� j. Unter solch einer Transformation x̃ := x− tV transformieren sich die Felder gemäß

Ẽ = E + V ×B , B̃ = B

j̃ = j , ρ̃el = ρel , ṽ = v −V

D̃ = D , H̃ = H (0.2)

(vgl. Lorentz-Boost für ‖V‖ /c→ 0). Bemerke dass wir E,B, j, ρel,D und H in den Koordinaten x betrachten,
Ẽ, B̃, j̃, ρ̃el, D̃ und H̃ hingegen in den transformierten Koordinaten x̃, so dass z.B. D̃(t, x̃) = D(t, x̃ + tV). Zu
überprüfen wäre nun dass (0.1) auch für die transformierten Felder in den neuen Koordinaten genauso gelten.
Tatsächlich folgt aus (0.1) und (0.2):

divx̃ B̃ = divx̃ B = divx B = 0

rotx̃ H̃ = rotx̃ H = rotx H︸ ︷︷ ︸
j

= j̃

rotx̃ Ẽ = rotx Ẽ = rotx E + rotx(V ×B) = −∂tB + V divx B︸ ︷︷ ︸
0

−(V gradx) B︸︷︷︸
B̃

= −∂t ((t, x̃) 7→ B(t, x̃ + tV))︸ ︷︷ ︸
B̃

= −∂tB̃

j̃ = j = σ(E + v ×B) = σ(Ẽ−����V ×B + (ṽ +��V)×B) = σ(Ẽ + ṽ × B̃).

Aufgabe 03
Die Gleichung

∂tB =
1

µσ
∆B (0.3)

entspricht einer Diffusionsgleichung für jede der Komponenten B1, .., Bn vonB, jede entkoppelt von den anderen.
Sie besitzt bekanntlich die Fundamentallösung

K(t,x) =
[ µσ

4πt

]n
2

exp
[
−µσ

4t
x2
]

= Nn
0,s(t)(x) =

n∏
i=1

N 1
0,s(t)(xi), (0.4)

1Annahmen: Komponentenweise |Ḋ| � |j| und |ρelv| � |j|.
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wobei s(t) := 2t
µσ und Nn

µ,s die Verteilungsdichte einer n-dimensionalen Gauss-verteilung mit Zentrum µ und

Kovarianzmatrix diag(s, .., s) ist. Für jedes Anfangswertproblem B(0,x)
!
= f(x) ergibt sich die Lösung durch

B(t,x) = (K(t, ·) ∗ f)(x) =

∫
Rn

K(t,x− y)f(y) dy. (0.5)

Für den Spezialfall f(x) = f(xn) nimmt (0.5) die Form

B(t,x) =

∫
Rn−1

n−1∏
i=1

N 1
0,s(t)(yi) dyi︸ ︷︷ ︸
1

∫
R

N 1
0,s(t)(yn) · f(xn − yn) dyn = (N 1

0,s(t) ∗ f)(xn) (0.6)

an.

(a) Für den Spezialfall n = 3 und

f2(x) = f3(x) = 0 , f1(x) = f1(x3) = B0e
−x2

3/L
2

= B0

√
πL2 · N 1

0,L2/2(x3) (0.7)

mit B0, L : const, nimmt (0.6) die Form

B1(t,x) = B0

√
πL2 ·

(
(N 1

0,s(t) ∗ N
1
0,L2/2)(x3), 0, 0

)
= B0

√
πL2 ·

(
N 1

0,s(t)+L2/2(x3), 0, 0
)

=
B0√

1 + 4πt
µσL2

(
exp

[
− x23
L2 + 4t

µσ

]
, 0, 0

)
(0.8)

an.

(b) Für den Fall f(x) = (f1(x3), 0, 0) ergibt sich aus (0.6) direkt

B(t,x) =
(

(N 1
0,s(t) ∗ f1)(x3), 0, 0

)
. (0.9)

(c) Der 3-dimensionale Fall ist bereits in (0.5) angegeben.
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