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Notationen
e Fiir Punkte a,b € R" bezeichne
[a,0] ;== {ta+ (1 —t)b: ¢t €[0,1]}

e Fiir a,b € R” und ¢ € R bezeichne S¢, := bt + (1 — t)a.

Aufgabe 01
Bemerkung: Fir A, B, E,0 € R", A € R ist

OF = \OA+ (1 - \OB

genau dann wenn

E=0+0E=0+XMA-0)+(1-)N(B-0)=XM+(1-\NB=Sp

Zeigen: (i)=-(ii)

Es sei E Extremalpunkt von K, das heifit es existiert keine Strecke in K so dass F in ihrem relativen Inneren liegt. Anders
formuliert, es existieren keine A # B € K, ¢ € (0,1) mit S%; = E. Ist also E = S fiir A,B € K und ¢ € (0,1) so muss
notwendigerweise A = B und somit £ = tA + (1 —t)A = A sein.

Zeigen: (ii)=(iii)

Es gelte (ii). Seien also A, B € K \ {E} und X € [0, 1] beliebig. Fiir A € {0,1} ist natiirlich S35 € {A, B} C K \ {E}. Fiir
A€ (0,1) ist SAp # E, denn sonst wire E = A was ein Widerspruch zur Wahl von A wiire. AuRerdem ist S} € K fiir
A € (0,1), da K konvex. Somit ist S) 5 € K \ {E}, das heift K \ {E} ist konvex.

Zeigen: (iii)=(i)

Essei E € K, so dass K\ { E'} konvex ist, das heift fiir A, B € K \{E} ist auch [A, B] C K\ {E}. Existieren nun A # B € K
mit F = S% 5 fiir ein geeignetes ¢ € [0, 1], so muss gelten A = E oder B = E, denn sonst wire E € [A,B] C K \ {E} ein
Widerspruch. Doch das heift es muss ¢ € {0,1} sein, also ¢ ¢ (0,1). Somit kann E nicht im relativen Inneren von [A, B] sein,
und muss demnach ein Extremalpunkt von K sein.
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Aufgabe 02
Hilfsaussage 01

Fiir eine beliebige Menge C' C R™ mit } £ C' # R" ist 9C # (.
Beweis: Wahlen z; € C, z2 € C° und nennen

T:={tel0,1]:5%,,€C}

xr1T2
Setzen tg :=supT.
e Fall: ty € T, das heifit St

r1x2

€ C und insbesondere tg € [0, 1). Per Konstruktion von ¢ ist fiir jedes 0 <e <1 —tq :

t+eg¢T — ShteeCe

T1T2

e oC.

Héufungspunkt von C°, also S%0

Da Sa(c)lwz stetig, das heift Stote E_)—>O Sto ist Sto

r1xT2 Tr1x9? Tr1T2

e Fall: tg ¢ T das heift Sk

1T
Sir,, =3 Sto . das heit St ist Hiufungspunkt von C' und somit ebenfalls in 9C.

€ C°. Per Konstruktion existiert jedoch eine Folge (7,,) C T mit 7,, T ¢p und somit

eC

Hilfsaussage 02
Fiir beliebige Menge C' C R"™ ist

Beweis:

CNCe=(CUaC)N(C°NICE) =(CNCHYU(BCNIC)U(DC NC)U(CNAC) = adC
~~ —_——— ———
oC 0 aC cac cac

Bemerkung: Allgemein gilt 9C = 9C und 99C = 9C.

Hilfsaussage 03

Fiir eine konvexe Menge K C R™ ist K auch konvex.
Beweis: Fiir Elemente z,y € K existieren per Definition Folgen (), (y,) C K mit z,, — x, y, — y. Fiir beliebiges ¢ € [0, 1]
ist dann

t n—oo t
—_——
EKCK _ €K
da K konvex da K abgeschlossen

Beweis der Aussage

Die Mengen K7, K5 sind offensichtlich komplementér, nennen also K := K; — K¢ = K,. Dann gilt nach Hilfsaussage 02:
KNKe¢=0K

Da () # K # R™ war, ist ¢ nach Hilfsaussage 01 0K # (). Wahlen also zg € 0K = 0K. Da K abgeschlossen und konvex ist,
existiert eine die Menge K, am Punkt x( stiitzende Hyperebene H:

H:={zeR":{,z) =c}
mit (I,z) <cVaze K DK, (l,20) =c. Nennen (I,-) =: L

e Behauptung: H separiert K und K¢ (schwach), das heifit (I,y) > cV y € K°.
Beweis durch Widerspruch: Es existiere ein yo € K¢, 6 > 0 mit (l,yo) < ¢ — 4. Dann eine Folge z,, — z( und es gilt

eK



fir t > 1:

<la S;Ozn> = <lat‘rn> + <la (1 - t)y> =1 <lax0> +t <l7zn - :L‘o> + (1 - t) <lv y0>

>te+(1—t)(c—9) —tL(xy —x0) =c+ (t —1)d —tL(zyp —x0) V1
Da L stetig und L(0) = 0 mit z,, — xq ist, existiert z.B. fiir t = 2 ein n € N mit 2L(z, — x¢) < ¢ also:

(1,82, )>c = yp=5, €K

Yoxn

Da K¢ konvex, muss [yo,y1] C K¢ sein. Doch offensichtlich ist z, = S;({; € [yo,y1] ein Widerspruch!
~—
€K

e Behauptung: 0K = H.
Beweis: Fir € 0K (= 0K°) existieren Folgen z, — z, y, — =z, das heifit

eK EKc
(ban) = (L) s (Lya) = (Lz) = c<(lz)<c = {Lr)=c

~—— ~——
<c >c

also x € H.
Sei nun x € H also (I,z) = c. Bekanntlich teilt H den R™ in zwei Halbrdume R;, Ry so dass H = OR; = OR», und es
gibt natiirlich Folgen x,, — x, y, — = so dass diese jeweils auf den beiden Seiten liegen:

(Lixn) <c, (lyn) >c
—_———— ———
= z,¢K° = yn¢ K
Somit sind x,, € K, y, € K¢, das heifit  ist Hiufungspunkt von K und K¢, also = € 0K.

Somit ist -
KiNKy=0K=H

Variante: Alternativ kann man eine die beiden Mengen K7, Ks separierende Hyperebene wie folgt konstruieren: Mindestens
eine der beiden Mengen hat ein Inneres, denn sonst wére

R™ = K1 @] K2 == (Kl U 8K1) == (intK1 U@Kl) U (iIltKQ U(?KQ) = 6K1 @] 8K2
N—— N——

1] 0
und somit
intR"” = mt(aKl @] aKQ) = intaKl U intaKz = @
—_— ==

] 0

was natiirlich nicht stimmt! Sei also 0.B.d.A intK; # (). Dann ist intK; NKy = (). Da die beiden Mengen auRerdem konvex
——
£0

sind, existiert nach Satz 28 eine Hyperebene H die K7 und K3 (schwach) separiert. O

Aufgabe 04

Bezeichnung: Fiir z,y € R" sei a, := a(z) und Ty := zy.

Voraussetzungen

Der Fall n = 1 ist ausgeschlossen, denn: Die Bijektion a(z) = 2 erhilt die Geraden, da a(R) = R. Da fiir z,y, z, w mit
Ty # 0 # Wz stets

cosxTJ,/z\W: (y—z) (w—2)

= sgn(w — z) - sgn(y — x)
ly — || - flw— 2|

3 —

= sgn(w® — 2°) - sgn(y® — 2?) = sgn(a, — 2.) - sgn(a, — a,) = coS Tyy, T, 0y



gilt, erhdlt a auch Winkel. Doch es ist zum Beispiel
laz —ar| = 18 = 1] =72 = 1]

jedoch
las —ar]| = [27 = 1] = 13- 13 — 1]|
was ein Widerspruch zur Aussage ist. Es sei also n > 2.
Es ist zu zeigen: Es existiert eine Zahl k > 0 so dass fiir Punkte z,y € R" gilt: ||aza,| = k - ||7y||. Dabei geniigt es zu

zeigen: Ist fiir zwei Punkte = # y : ||@zay|| = k- ||Ty||, k > 0 so ist auch fir w # z : |Gya;|| = k - ||[wz||. Denn dann kénnen
wir einfach 2 Punkte ¢ # yo € R™ fest wihlen.

Fall 1
Betrachten die nicht-kollinearen Punkte y # = # z, 0.B.d.A y # 2. Da a injektiv ist, ist a, # a, # a. # a,. Es gilt:

|‘Ty||2 ||y7||2 - <$T/»W>2 = <.%' - YT —= y> <y —2Y—- Z> - <£L’ —YY—- Z>2
= [l 10 = 22, d] - [l + 2l = 22,30] = [to) — Wl = (. 2) + 49 2)]
= llzl* Iyl + ol 21 + Il 121 = @90 = (@, 2)* = (. 2)* = 2 o (9, 2) = 220 (@) — 2 [yl (o, 2)

Analog | __ __ S
+2(2,y) (2,9) + 2 (2,2) (9, 2) + 2 (2 ) 2, 2) 2% |12 73 — (@2, )

und somit

— [1_ | (77.72)" ] O 2572 2 e 22 Y [1_ w]

— 12 |2 2 2 2 2
zyllI” vzl ly=| 2y 2" |2yl

= |77l - V1 = cos*(zyz) = [|72]| - /1 — cos?(z2y)

Da die Punkte z,y, 2 beliebig waren, muss das gleiche auch fiir a,, ay, a. gelten, das heifst

llazay| - \/1 — cos? (dgaya.) = |agaz]| - \/1 — cos? (dgazay)
~——

k-|[zy]|

1—cos?(zyz) 1—cos?(zzy)
da a Winkeltreu da a Winkeltreu

e 72/ T—co? (759)
Da z,y, z nicht kollinear sind, ist bekanntlich cos(zzy) € (—1,1) das heifit \/1 — cos?(zzy) # 0. Somit folgt

[azazll = k- [|z=]]

A A
Anschaulich: Fiir zwei Dreiecke xyz, a,a,a, mit gleichen entsprechenden Winkeln (— &hnlich) ist bekanntlich das jeweilige
Verhiltnis zweier entsprechenden Seiten fiir alle 3 Paare gleich.

Fall 2

Betrachten die kollinearen Punkte y # x # z (das heift Zy, Tz linear abhéingig) mit ||aza,| = k- ||Zy|, £ > 0. Dann wéhlen
einen Punkt w so dass Zw und 7y linear unabhingig sind (moglich, da n > 2). Dann gilt nach Fall 1: ||a;a,, || = & - |[zw]|. Da
auch Tw, 7z linear unabhingig sind, gilt dann auch ||aza;| = k - |TZ]|.

Fall 3

Seien nun z # y, z # w mit ||@za,|| = k- ||Ty||, k > 0. Dabei sei x # w (der Fall © = w entspricht Fall 01 und 02). Dann ist
nach Fall 01 und 02: ||@;a|| = k - |[7w|| und analog (Fall 01 & 02: x # w # 2):

[@waz|| = k- [[wz]]
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