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Aufgabe 01

Seien a und b jeweils die Anzahl der angebauten Gemdiisesorten in Hektar und H := a + b. Unter der Annahme dass
Arbeitsstunden keinen direkten Verlust darstellen, ist der netto Gewinn G gegeben durch

G(a,b) = 36a + 45b
Dabei gelten die Bedingungen

a+b<90
10a + 56 < 800
3a + 6b < 420
0<a,b

Im folgenden sind die Geraden
a+b=90, 10a + 5b = 800, 3a + 6b = 420

aufgetragen. Alle zuldssigen Losungen (a,b) befinden sich somit im entsprechenden unteren Teilraum, und ferner im 1.
Quadrant.

G = 3000

Zu finden ist die Gerade 36a+45b = G mit maximalem G die noch einen gemeinsamen Punkt mit dem zuléssigen Gebiet hat.
Aus der Graphik ist ersichtlich: der entsprechende a-Wert entspricht genau dem Schnittpunkt der Geraden 3a+6b = 420, a+
b = 90. Dieser ergibt sich durch einfaches Auflosen als a = 40. Dabei betrigt der Gewinn genau G = G(40,90 — 40) = 3690.



Variante

Seien a und b jeweils die Anzahl der angebauten Gemiisesorten in Hektar und H := a + b. Unter der Annahme dass
Arbeitsstunden keinen direkten Verlust darstellen, ist der Gewinn G 4 bzw. G durch das Gemiise A bzw. B gegeben durch

Ga(a) =36a , Gp(b) = 45b
Zu erkennen ist: Ergibt sich fiir ein festes Hy < H fiir geeignete ag, by ein maximaler Gewinn, so ergibt sich fiir

H H
=2 gy, b= — b
“H, Hy, °

ein noch hoherer Gewinn. Somit kénnen wir 0.B.d.A H = 90 ha annehmen. Dann ergeben sich direkt aus der Aufgabenstellung
die Bedingungen:

! !
3a+6b=3a+6-(90 —a) =540 — 3a < 420 — a > 40

! !
10a 4+ 5b = 10a+5- (90 — a) = 5a + 450 < 800 — a < 70
und der netto-Gewinn G als

G(a) =Ga(a) + Ga(bla)) = 36a+45- (90 —a) = 45-90 — 9a
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Zu sehen ist: G wird fiir ¢ = 40 maximal. Dabei betrigt der Gewinn genau G(40) = €3690.

Aufgabe 02
Hilfsaussage 1

Fiir zwei Kegel Cy, (s sind auch C; N Cy, C1 U Cy, Cy + Cy, (Cl \CQ) U {0} Kegel.
Beweis:

e Firz e CiyNCy A>0ist auch Az € Cy, Az € C5 also Az € Cy N Cs.
o Fiir z € C; UCy, A >0 ist entweder zz € Cy oder x € Cs (0.B.d.A z € C4), und somit Az € C; C C; U Cs.

e Firz=ci+ceCi+0Cy ¢; €C;y, X>01ist Az = Aep + Aeg € C + Cs.
=N~

cCy €Cs
e Fiir x € (Cl \CQ) U {0}, A > 0 ist:

i. Fiir A > 0 sowohl Az € C} als auch Az ¢ Cy (denn sonst wire z = 3 Az € Cy)
ii. Fiir A = 0 ohnehin 0z =0 € (C; \ Cy) U {0}.

Anders formuliert: Die Menge C; \ Cs ist abgeschlossen bzgl. Multiplikation mit positiven Skalaren.



Hilfsaussage 2

Fiir einen Kegel C gilt: Es ist © € C*genau dann wenn (z,a) <0 Va € C.
Beweis: Die eine Richtung ist klar! Sei also € C*. Dann ist fiir jedes a € C : (x,a) < 1. Insbesondere fiir A > 0 ist auch
Aa € C, das heifst

AMx,a) = (z, a) <1

Lassen wir nun A — oo gehen, so ist ersichtlich dass (z,a) < 0 sein muss, da stets A (z,a) <1 ist.

Hilfsaussage 3

Fiir einen Kegel C ist auch C* ein Kegel.
Beweis: Ist z € C* so gilt wegen Hilfsaussage 2: (x,y) <0 V y € C. Fiir beliebiges A > 0 ist dann auch

VyeC: (Ar,y)=A(z,y) <0
——
<0
das heifst Az € C*.
a) Zeigen: (C; NC2)* = Cf + C3 Der Fall O = 0 (bzw. Cy = @) ist trivial, denn
(C1NC) =0NC) " =0"=R=R+ C; =0"+C5 =C7+C5
-

>0

Seien also C1, Cy # ().

e Seix= ¢ + ¢ €Cy+C5. Dannist fir y € C;1 N Cy:
—

€C;  €Cj

(x,y) = (c1,y) + (ca,y) <0

<0 <0
da yeCp da yeCs

das heift = € (C; N Cy)* und somit C; + C5 C (C1 N Co)*.
e Sei z € (C1NCy)" (unvollstéindig)

Zeigen: (C, +Cy)*=CiNCs
Der Fall Cy = () ist ausgeschlossen, denn z.B. fiir n =1, Cy = R ist C3 = {0} und somit

(C1+C)"=0"=R#£{0}=RnN{0} =0"NR*=C;NC;
Analog ist auch Cs = () ausgeschlossen. Seien also Cy, Cy # 0.
e Sei z € Cf N C;, das heifit nach Hilfsaussage 1 und 2: (x,a) <0 Va e Cy A (z,b) <0 Vb€ Cy, und somit

(x,a+Db) = (z,a)+ (x,b) <0 YVaeCi,be Cy
—— N
<0 <0

also (z,¢) <0 Vce€ C1 4+ Cy und somit Cf NC5 C (Cq + Ca)*.

e Sei x € (Cy + C2)*, das heilt (z,c; +¢3) <1 V ¢; € C;. Insbesondere fiir c; = 0 (da Cy # () Kegel ist fiir ein
Element ¢}, € Cy auch 0 =0- ¢, € C3) folgt dann

(x,c14+co) ={(x,¢1) <1 Ve €C
Analog ist auch (z,co) <1 V ¢g € Cy das heiflt z € C7 N C5 und somit (Cy + Co)* C C7 N C5.

b) In Teil (c) wird ohne Verwendung der Konvexitit von C; U Cy gezeigt: CF U Cs = (C1 N Cy)*. Nach Ubungsserie 08 ist
(C1 N Cy)* konvex.

c) Zeigen: (C;NCy)*=CFUCs



Aus Ubungsserie 8 ist bekannt:
Cik U C; C (Ol n Cg)*

Sei nun z € (C N Cq)*, das heiflt (z,a) <1 V a € C; N Cy. Annahme: x ¢ C; U C5, das heifit I a € C1,b € Cy
mit (x,a) >1 A (z,b) > 1. Da Cy U C5 konvex ist, ist die Verbindungsstrecke [a,b] C C1 U Cy, das heifst

Viee[01]:tat+ (1—t)heCLUCy (%)

und es gilt
(x,ta+ (1 =t)b)y =t{(r,a)+(1 —t){x,b) >t+ (1 —t) =1 (*x*)
N~ S~~~
>1 >1
Sei

t1:=sup{te€[0,1]:ta+(1—-t)beCi}, ta:=inf{t € [0,1] : ta+ (1 — )b € Ca}

T1 T2

Da (41, C5 abgeschlossen sind, miissen ¢t; € Ty, to € Ty sein. Dabei ist klar: to < t;, denn sonst gébe es ein
t € (t1,t2) mit ta+ (1 —t)b ¢ C1 A ta+ (1 —t)b ¢ Cy das heilt at + (1 —t)b ¢ C1 U Ca, was ein Widerspruch zu
(*) wére.

Da C5 konvex ist, ist [ta + (1 — )b, b] C Cs. Somit haben wir ein ¢; € [0, 1] gefunden so dass t;a+(1—t1)b € C1NCy,
—_—

entspricht
1>t>to

das heiflt nach Voraussetzung an x: (z,t1a + (1 — t1)b) < 1, was ein Widerspruch zu (**) ist.

Somit ist war die Annahme falsch, also (C; N C2)* € C; UC5.

Zeigen: (CLUCY)*=CFNCs
Dies wurde schon in Ubungsserie 08 fiir beliebige Mengen C1, Cy gezeigt.

Aufgabe 03
Annahme: Es herrsche das Standardskalarprodukt.

Vorbetrachtung
Betrachten zunéchst ein beliebiges Polytop P = conv(S) C R"®, S = {z1, .., &, }. Dann gilt:
S* =P
Beweis: Wegen S C P gilt bekanntlich P* C S*. Fiir z € S*, das heift (z,z;) <1 V z; € S, folgt:
m m m m
Y Ay A > 0, ;)\ =1: <xz_;/\x> = Z\Aj/@,m < ZAz =1

das heift = € conv(S)* = P*. Somit ist S* C P* also §* = P*.
Ferner ist aus Ubungsserie 08 bekannt: Fiir eine beliebige Menge A ist

z€A

das heifit insbesondere fiir das Polytop P = conv(S5):
m
P* = ﬂ {ij}*
k=1

Das Dual einer aus einem einzigen Punkt x bestehenden Menge ist definitionsgeméft gegeben durch

{z}* ={y e R": (y,2) <1} ={y e R": [[z]| - [[y] - cos (zy) <1}



Ist = 0 so ist {z}* = R™. Andererseits ist y € {x}* genau dann wenn

<y,$>§1 <~ <y_ x27x>:<y?x>_<xg7x>go
[l —— \ =l
<1 —_————

1

das heift fiir die Orthogonalprojektion P, (y’) von ¢y’ :=y auf span{z} (P,y’" = Az) muss gelten A < 0. Anschaulich:

x
T
]
y liegt hinter der Hyperebenen 7 + {z}*, wobei 7 := ‘—2
x
Algebraisch Formuliert ist {2}* genau der abgeschlossene Halbraum
{y eR":yizt < 1}

Das Dual eines Polytops ist also, als Schnitt endlich vieler Halbrdume, eine Polyedrische Menge.

Berechnung der Duale

a) Betrachten beliebiges konvexes Polygon P C R?, das heifit P = conv({x1,..,,,}). Dann ergibt sich P* nach obigen
—_——

s
Uberlegungen als Schnitt von m Halbriumen:

Punktweise
P*:S*:{yeRn:Ay S (1,..,1)},14.:

und ist somit eine Polyedrische Menge.

b) Tetraeder
Das Tetraeder sei gegeben durch
P =conv(S), S ={x1,..,24}

wobei dessen Zentrum in 0 sitze, und 0.B.d.A x; = [é3 sei und x5 in der XZ Ebene sitze. Dabei nennen: [ Achsenlinge
des Tetraeders. Dann ergibt sich, unter Verwendung der Ergebnisse in Ubungsserie 06:

8 1 2 2 1 2 2 1
x1:l€37 mgzé-lé&—g'lé)& $3:—§'151+\/;-l€2—3-l€3, x4:—\3[~lé’1—\/;~lé’2—3-lé’3

Dann ergibt sich analog zu vorhin:

0
Punktweise
P*:{y€R3:Ay < (1,..,1)},A:l~ Ve



Anschaulich: P* ergibt sich als der Schnitt aller abgeschlossenen Halbrdume, deren Rand die senkrecht auf den jewei-
ligen x; stehenden und in i le|2 = % = &; schneidenden Ebenen sind. Durch Aufgabe 04 ergibt sich: P* ist ebenfalls
Z;

3
ein Polytop mit 4 Facetten. Aufgrund von Symmetriegriinden ist somit P* ebenfalls ein Tetraeder, mit Achsenldnge T

Wiirfel:
Der Wiirfel (Kantenlinge 2a) sei gegeben durch P = conv ({xijk}?,j,kzl)v mit

Tijk 1= (—1)’@ - €1+ (—1)ja - €9 + (—1)ka - €3

?
z
O ___I : y =
x i
-4
Dann ergibt sich
1 1 1
1 1 -1
1 -1 1
Punktweise — —
P*={yecR3: Ay 1,.,1)» , A=a- 1 1 !
-1 1 1
-1 1 -1
-1 -1 1
-1 -1 -1

Anschaulich: Durch obige Uberlegungen ist P* genau das Oktaeder, dessen (ijk)-te Facette senkrecht auf Z;j1 steht
und den Punkt Z;;, = xz—sl enthalt.
a

Oktaeder:
Das Oktaeder sei gegeben durch P = conv ({21, ..,2¢}), mit

T1,2 = +a - 51, €r3.4 = +a - 52, T5,6 = +a - gg

Analog zu vorhin ist dann

1 0 0
-1 0 0

Punktweise
P*:{y€R3:Ay < (1,..,1)},A=a~ 8 31 8
0 0 1
0 0 -1

¢) Da A bzw. die durch ihr erzeugte Bilinearform a symmetrisch ist, kann sie diagonalisiert werden, das heift es existiert
eine Orthonormalbasis B := {by, .., b, } mit Ab; = \;b;, also

a(bi,b) = Ajbi b; = A; (bi, bj) = Nid
Da A positiv definit ist, miissen die A; > 0 sein. Sei

E={rxeR":a(x,z) <1}



1

das betrachtete Ellipsoid. Definieren die Bilinearform a* : R® x R® — R geméf a(b;,b;) := X
i

di; (und setzen linear

fort). Dann ist offensichtlich a* auch eine symmetrische, positiv definite Bilinearform.
Es gilt:

E ={reR":a*(x,2) <1} =&

Beweis: Zu zeigen wiren beide Inklusionsrichtungen.

e Aus Ubungsserie 08 ist bekannt: 0 € £*. Andernfalls ist a*(0,0) = 0 das heift 0 € £.
o Sei 0 # x = z'b; € £*, das heiRt (x,y) <1V y € £. Dann ist zum einen

Setzen wir andernfalls

so gilt wegen

a(y,y) = aly'bi, y’b;) = 'y Nijbi; = > y'y'hi =

i

nach Voraussetzung

Doch dies ist nur méglich fiir a*(z,z) < 1, das heift z € £ und somit £* C £.

Nebenbemerkung: Auf den Ansatz fiir y kommt man durch durch Maximierung von f(y) := (z,y) unter
der Nebenbedingung a(y,y) = 1 (vgl. Lagrange Multiplikatormethode).

e Sei andernfalls = = z'b; € &, das heift a*(x,z) < 1 und y = y'b; € & beliebig, das heikt a(y,y) < 1. Dann ist:

>

Holder 2

<

It

Vi

2' PRV

%

xt i

(wy) =D alyt <> oty 0N
A 7

%

— /Z x;:f% ) /Zyiyz)\i — i . % ) \/yiyj BV \/xixja*(bi,bj) i \/yiyja(bi,bj)

= Va*(z,z) Va(y,y) <1

<1 <1

also z € £*. Somit ist £ C £*.

Somit ist das Dual eines Ellipsoids selbst ein Ellipsoid.



Bemerkung

Die der Bilinearform entsprechende Matrix A* ist genau die Inverse zu A, denn
bi A

=T =b; — AAT=1d

AA*h, = A
AN

Fiir ein z € R™ gilt
a(z,z) = 2T Az A4 diggonal /T ATy = (Az)Tz = (Ax)T A~ 'Ax A=A (Az)T A*(Az) = a* (Az, Ax)
1d

das heiRt es ist # € € genau dann wenn Az € € ist. Somit bildet A das Ellipsoid £ auf das Ellipsoid € = £* ab.

Variante: Betrachten den bijektiven Endomorphismus 7" : R™ — R", der bzgl. der Basis B als die Matrix

T:diag(\/)\il,...,\/x)

Da Symmetrisch, ist T selbstadjungiert, und bildet ferner das Ellipsoid £ (Hauptachsenldngen \/%) bijektiv auf die
Kugel B; ab. Bekanntlich ist Bf = B; so dass gilt: /

el & <Ty,T_1x> = <(T_1)*Ty,gc> = <(T*)_1Ty733> = <T_1Ty,a:> =(y,z) <1 Vyef&

© (2,T72) <1 V2eT(€)=B1 & T"'ve€B; =B & v€T(B)=¢
das heift £* = €.

Aufgabe 04

Diese Aussage ist mit der Vorlesungsdefinition fiir ein Polytop Falsch.

Gegenbeispiel 1: Die Ein-Punktmenge P = {0} ist ein Polytop. Jedoch ist P* = R™ offensichtlich kein Polytop.
Gegenbeispiel 2: Selbst fiir ein vollstindig im 1. Oktanten liegendes Tetraeder P = conv{x1,..,z4} C R?, z > 0 enthilt
das Dual von P den vollstdndigen 8. Oktanten

Os={zeR’:2' <0, i=1,23}
denn fiir jedes x € Og und jedes y € P ist _
zy)= ' -y <0<1
(z,y) =, y <
<0 >0

das heifst € P*. Somit ist P insbesondere nicht beschriankt, also kein Polytop!
Weitere Betrachtung: Wir haben schon in Aufgabe 03 gesehen: Fiir ein Polytop P = conv{xy, ..,z } ist

P* = ﬂ{xk}*

wobei die {z}* jeweils abgeschlossene Halbrdume (bzw. der R — 0.B.d.A z # 0) sind. Demnach ist P* Durchschnitt
endlich vieler abgeschlossener Halbraume, also eine polyedrische Menge. Ist P* ferner beschrankt, so ist P* ein Polytop (vgl.
Vorlesung).

Es sei nun zusétzlich erfordert dass 0 € int(P) ist, das heiflt es gibt ein € > 0 mit B.(0) C P.
Behauptung: Dann ist P* beschrankt.

1
Beweis: Wire P* nicht beschriankt, dann gébe es ein © € P* mit ||z|| > — so dass gelten wiirde:
€

X g
<> = el e ] > 1
el = Tl l=ll

Da aber EHJC—” € B.(0) C P ist, ist dies ein Widerspruch zu = € P*.
x

Somit ist in dem Fall P* ein Polygon.



