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Aufgabe 01

a) Essela) € o, ay € o und e; ein Basisvektor fiir V, das heiflt V' = span{e; }. Dann lasst sich jedes Element a € 2%
darstellen als a = a; + Aep, denn e; ist Basis fiir V und somit ist aja = Ae; fiir irgendein A € R. Definieren somit:

F(ap + Xep) :=az + X3¢y
Diese Abbildung ist bijektiv denn:

o Fiir F(a; + A\e1) = F(ay + Xz2e1) — Ale; = Ade; muss wegen der Eindeutigkeit der Darstellung A\j = A3 sein,
N—— ——

vl Vo
also Ay = Ao — v = vo. Somit ist F' injektiv.

e Fiir a € @ gibt es (analog zu vorhin) ein g € R mit a = ap + pe;. Setzen wir A := &/ so ist
F(ay + Xe1) = ag + Ney = ag + ey = a
~——
€

Somit ist F' surjektiv.
Aufserdem erhélt F' Geraden, denn: Die affinen Réume 27, o% sind beides Geraden (da 1-dim affine Unterrdume) und
flir jede a = a1 + Ae1, b= a1 + pey € &, a # b ist

A DGy ={a+t-ablteR} ={ay+Aer+t-(n—Aer |t R} ={ar + (A +t(n—A))e1 |t € R} S

denn fiir jedes p € R gibt es ein ¢t € R mit A+ ¢(u — A\) = p da p # A. Somit ist fiir a # b € o : Ga, = S, das
heiftt jede Gerade G in @7 wird auf ganz o abgebildet (da surjektiv und G = 7). Doch &% ist auch wieder eine Gerade.

Jedoch ist F' keineswegs eine Affinitét, denn sonst miisse es einen bijektiven Endomorphismus f: V' — V geben mit

F(a1—|—/\61):F(a1)+f(/\61):a2—|—/\f(61);a2—|—/\361 — fle1)=X%e1, AeR
——

az

also f(e1) = 0. Doch dann wére f nicht injektiv und insbesondere nicht bijektiv.

Konkretes Beispiel:
Fir V = o) = o% = R ist die Abbildung
F(\) = \3
zwar bijektiv und erhélt auch Geraden (da die einzige Gerade R ist und F(R) = R), doch ist offensichtlich keine
Affinitat, denn sonst miisste es einen bijektiven Endomorphismus f : R — R geben mit
!

F(\) = F(0+A) = F(0) + f(A) = 0+ f(\)A3
was ein Widerspruch ist, da f(A) = A V A nicht linear ist.



b) Essei V =C? und #,.9% = V. Sei ey, e5 die Standardbasis in C2. Definieren die Abbildung
F:V —V | F(\ei + pey) := Aej + fiea , Z : Komplexe Konjugierung von z
Dann ist diese Abbildung surjektiv, denn zu jedem a = Aej + pes € o ist
F(Xey + Tiea) = ey + fiea = Aey + pes = a
€9

und Injektiv, denn aus F(Aje; 4+ prea) = F(Aze1 + uges) folgt

€1,€1
linear unabhéngig
— A1

(M= X2)er + (11, —ip) e2 =0 =X A =Hy — A =X A 1 =p

Somit ist F' bijektiv. Ferner erhélt F' Geraden, denn fiir
G:=ap+span{v} , ag=(Aoer + poe2) € A1 , v=(Ae;+ mes) €V
gilt:
e Fliira=aqg+tvegist

F((L) =F ()\061 + Ho€2 +t- ()\161 + /,Lleg)) =F (()\0 + t)\1)61 + ([1,0 + t,ul)el)

=Mo+T-M) e+ (g +1-71) - ea = Aoer + Foe2 +1 - (Aer + fites) = af + £ v’ € a + span{v)} =: G
—— L ——

=:ag Bk

das heifit F(G) C G'.
e Fiir beliebigen Punkt

ad=a,+t-veqg  teC

ist dann offensichtlich F(ag+1-v) =a} + - v’ = d, das heikt G C F(G).

e Somit gibt es fiir jede Gerade G C @4 eine Gerade G’ C % so dass F(G) = G’ ist, das heifft F' erhélt Geraden.

Doch F ist keine affine Abbildung, denn sonst gébe es einen Endomorphismus f : V' — V mit

)= F(0_+o)=  FO)  +f0)=f()
S roTees

das heifst insbesondere dass F' linear wére. Doch z.B. ist
Fli-e1)=i-e1=—i-e1#i-e1 =1i-F(er)

das heift F' ist gar nicht (C-) linear. Somit ist F' auch keine Affinitdt. O

Aufgabe 02
Hilfsaussage 1

Fiir zwei affine Unterrdume ] C &% mit den entsprechenden Unterrdumen Uj, Us iiber dem K-Vektorraum V gilt:
U; C Uy und somit auch dim o/ < dim <.
Beweis: Da o # () ist, gibt es ein ag € & C % mit:

o =ag+ U4 Z={CL0+U|UEU1} , s = ag + Us

Somit muss insbesondere fiir jedes v € Uy gelten: ag +v € & C o — ag+v =ag+ w, w € Us. Wegen der Eindeutigkeit
von v muss v = w sein, das heilst v € Us. Somit ist U; C Uy. O



a) Sei .# eine Menge von affinen Unterrdumen eines affinen Raumes &/ und & = ﬂ A. Ist # = () so ist £ kein affiner

AeM
Unterraum (da A ag € %, vgl. Definition). Betrachten also nur den Fall & # . Sei ag € % und fiir jedes A € M sei

U4 der entsprechende Unterraum und U := ﬂ Ua. U ist bekanntlich auch ein Unterraum und nach Lemma 6 (vgl.

AeM
Vorlesung) gilt:

A={ag+v|veUa}

Ist alsoeina=ag+v € Bsomussv € Uy VA E M alsov € U sein. Ist umgekehrt v € U, das heist v € Uy V A € M,
soista=ag+ve AV Aec M also a € Z. Somit ist

PB={ay+v|veU}
und nach Definition ein affiner Unterraum. O

b) Es sei R* der affine Raum selbst, e1, .., e4 die Standardbasis in R*. Nach Teil (a) ist aff (M) selbst ein affiner Unterraum,
sei dazu U der entsprechende Unterraum von R*:

aff(M) = {ag + v | v € U} fiir beliebiges ag € aff (M)

Da die Punkte e, es, e3, e4 alle in aff (M) liegen, miissen die Vektoren vy := (ea —e1),v2 := (e3 —e1),v3 := (e4 —e3) alle
in U liegen. Doch diese sind linear unabhéngig, so dass dim U > 3 sein muss. Die Geraden durch die beiden Punktpaare
sind jeweils gegeben durch

Gereo ={e1+t-v1 |t €R} =€y +span{vr} , Geyey = {e3+1t-v3 |t € R} = e3 + span{vs}
Dann enthélt der affine Unterraum .o/ definiert durch
of ={e1 +t-v]|ve€span{vy,va,v3}} = ey + span{vy, vy, v3}
diese beiden Geraden, denn: Fiir p € G, , ist p darstellbar als p =e; + Av;, A € R also
p € e + span{vy, vo,v3} — pE A
Fiir ¢ € G, ¢, ist ¢ darstellbar als ¢ = e3 + Avs also
g=e1+ (e3—e1)+ Avg =e1 + vy + Avg € e1 +span{vy,v9,v3} — q € &

Somit muss aff(M) C & und sein (da Schnitt tiber o). Wegen Hilfsaussage 1 muss also gelten U C span{v1, v2,vs}
also ist U = span{vy, v, v3}. Somit ist
aff (M) = ey + span{vy, v, v3}

Aufgabe 03
Hilfsaussage 2

Fiir Unterrdume Uy, Us C V, affinen Raum & und ag € 7, ist
oy = afl [(ag + U1) U (ag + Uz2)] = ag + (U1 + U2)

Beweis: Sei a € ag + Uy, das heifit a = ag + v, v € U;. Dann ist insbesondere v € Uy + Us also a = ag + v € ag + (Uy + Us).
Somit ist ag + Uy C agp + (U1 + Us). Analog ist auch ag + Us C ag + (Uy + Us). Somit ist

(0,0 + Ul) U (CL() + UQ) C ag + (Ul + UQ)
Da ag + (U1 + Uz) auch ein affiner Unterraum ist, muss
Ay Cag+ (Ur + U2)

sein (da Schnitt). Nach Hilfsaussage 1 gilt dann: U, C (U; + Us)
Sei nun U, der zu 7, entsprechende Unterraum. Wegen ag + U; C &, gilt nach Hilfsaussage 1: U; C U,. Analog gilt auch
U, C U,. Da U, abgeschlossen ist, gilt: Uy + Uy C U,. Somit ist schlieflich U, = Uy + Uy und somit <7, = ag+ (U1 +Usz). O



Betrachten die beiden endlich-dimensionalen Unterrdume Vi, V5 C V', mit jeweils der Dimension k£ und r. Bekanntlich

sind V4 N V5 und Vi 4+ V5 auch wieder Unterrdume und es ist Vi NVo C Vi3 C V4 + Vs

Sei also by, ..., by, eine Basis fiir V1NV, C V4. Nach dem Basisergdnzungssatz lasst sich diese zu einer Basis b1, ..
von Vi und analog zu einer Basis b1, .., by, dm+1, ..., dr von Vo fortsetzen:

m=dim(Vy N Vs2) , k=dim(V1) , r = dim(V3)
Wir wollen zeigen: B := {b1, .., by, Cmt1, s Cky A1, -, dr } bilden Basis fiir V3 + V5.
e Erzeugendensystem: Sei v € V; + V, = span{by, .., c;} + span{by, ..,d,.}. Dann ist bekanntlich
v € span B
denn fiir jede Darstellung gilt:

U—Z)\b-i- Z Aici + Z)\b+ Z Aid;

1=m-+1 1=m-+1

% (%)

i=m-+1 1=m-+1

Z (N + i) bi + Z Aici + Z Xid; € span{by, ..., b, Cont 1y vy Chy Aimg 1y -5 dir }
im1 :p/.

i

Also ist (V4 + V) C span B das heifit B ist Erzeugendensystem fiir V3 + Va.

e Linear unabhéngig: Seien

ZAb + Z wici + Z pid; =0

1=m-+1 i=m-+1
\W_./
= €EVINV; =1 eV; =wa€Vs
Ist vo # 0, so ist
Vodu=— v — vy €Vp
~— =~
eV eV

also vo € V3 N V5. Doch da die by, .., by, dim+1, --, dr linear unabhéngig sind, sind auch die by, .., b, v2 € Vi N Va

7b’ﬁ‘uc’m+17

linear unabhéngig (da ve € span{d,+1,..,d,}). Doch dies ist ein Widerspruch zur Basis by, .., b, von Vi N V3.

Somit ist v = 0, weshalb die p; = 0 (da dy,41,..,di linear unabhéngig) und die vg + v1 = 0 sein miissen.
Doch da die by, .., by, g1, -+, € linear unabhéngig sind, miissen die A\; und p; ebenfalls verschwinden.

Somit sind die {b1,..,bm, Cm+t1, -5 Ck, A1, -, dr } linear unabhéngig.

Hieraus folgt:
dmWVi +dimVo=k+r=k+r—m+m=dim(V; + Vo) +dim(V1; NV3) O

Seien Uy, Us die zu <7, @/ entsprechenden Unterrdume. Da @7 := @7 N« # () ist, gibt es ein ag € o, so dass

h =ag+ U, o =ap+Us
gilt. Dann ist der Unterraum von <7 nach Aufgabe (02) gegeben durch
Us :=U1NU;y
Fiir 7, := aff (@] U o) ist der entsprechende Unterraum U, nach Hilfsaussage 2 gegeben durch
U, =U; + U,

Somit ergibt sich nach Teil (a)

dim o + dim o = dim Uy 4 dim Uy = dim(U; N Us) + dim(U; + Us) = dim(e N o) + dim aff (@4 U o) O
—_—— ——

Us Uy

y Ck



Aufgabe 04

Betrachten ein Trapez bestehend aus den Eckpunkten ag,..,as € R2, ag # a3, a1 # a2, wobei die Geraden Ggyas, Gayan
parallel und die Geraden Gg,q1, Gaga, nicht parallel seien. Dabei ist R2 der betrachtet affine Raum selbst. Dann existiert
bekanntlich eine Affinitit F : R* — R?* die das Dreieck apS;az in ein gleichschenkliges Dreieck af)S}aj iiberfiihrt, das heifit
Fl(ao) = ag, F(a3) = a5, F(51) = 5]
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Nennen @) := F(a1) und a5 := F(az). Da Affinitéten Geraden und sogar deren Parallelitit erhalten, ist auch Ga;ay || Gagas-
Nennen wir ¢} := F(c1) und ¢; := F(c2) so sind diese ¢/, ¢, ach jeweils Mittelpunkte der beiden Geraden Gu;ay, Gayay, da
Teilverhéltnis eine affine Eigenschaft ist.

Aus Symmetriegriinden ist zu erkennen: Der Schnittpunkt S5 der beiden Diagonalen von afa}abal, die beiden Punkte
¢y, ¢ und der Schnittpunkt S der Geraden Goyq; und G4 liegen alle auf der Geraden Gy, -

Da F bijektiv ist, ist S5 = F'(S2) und da F' geradentreu ist (das heifst insbesondere F' (Ge,c,) = G, ), muss Sz auch auf
Ge, e, liegen. Analog muss auch Sy auf G, ., liegen.

Variante:

Betrachten ein Trapez bestehend aus den Eckpunkten ag,..,as € R?, ag # a3, a1 # ag, wobei die Geraden Gy ass Gayan
parallel und die Geraden Guyq1, Gasa, nicht parallel seien. Dabei ist R? der betrachtet affine Raum selbst, und es sei

V1 ‘= apa; = a3 —ap , U2 := apaz = a2 — ap

8
.’J :“».\
;’J \-‘.“‘-\.
Q1 F——o RSN,
ap s a3

Dann haben die Geraden Gu a1, Gasa, genau einen Schnittpunkt Sy (vgl. Vorlesung). Analog haben auch die Diagona-

. . . as +a as + a
len Guias, Gaga, genau einen Schnittpunkt. Sind ¢; = 2 ! und Ccy = 3 0

die Mittelpunkte der beiden parallelen

Trapezseiten, so ist zu zeigen: S1, S2 liegen beide auf der Geraden G, ,-

e Dadie Guyas, Gara, Parallel sind, sind deren entsprechenden Unterrdume span{as — ao}, span{as —a; } gleich, das heifit
az —ap = A(az —a1), A € R. Ferner ist A # +1, da sonst

A=1l:as—a; =(a3—ag — az—as=a; —ag — span{az —az} =span{a; —ag}

Unterraum Unterraum
von Gagay von Gagaq
A=—-1l:as—a; =ap—a3 — az—ag=a; —az — span{az — ap} = span{a; — as}
Unterraum Unterraum
von Yagay von Yagaq

und somit Guya, || Gasas 0der Gayas || Gapa, sein wiirde was ein Widerspruch ist.



e Der Schnittpunkt Sy ist charakterisiert durch
(%) : S1 =ap +t(a1 —ag) = az +r(ag —asz) , t,r €R
wobei nach dem Strahlensatz gilt:
TV (Sy,a1,a0) =TV (S1,a2,a3) — t=r
Zusammen mit a3 = ag + A(az — aq) ergibt sich in (*) eingesetzt:

(az—a)) A+r—rA) =0 28 Aqpr—ra=0 5 P2

Somit ist S; gegeben durch
A
S1=ag+ (a1 — ao)
A—1 — ——
e Die Diagonalen sind gegeben durch
Gaoas = G0 +span{az —ao} , Gaga, = a3 +span{a; —as}
so dass Sy charakterisiert ist durch
Sy =ag+t(az—ap)=az+r(ag —a3) , t,r eR
Analog ergibt sich auch hier durch den Strahlensatz
TV (Saapaz) = TV (Sqazar) — t=r

Zusammen mit a3 = ag + A(az — ay) ergibt sich in (*) eingesetzt:
(ag—a1))A—r—rX)=0 CEL N —pA=0 TS =

Somit ergibt sich S5 als

A
Sg—a0+71+>\(a2_a0)

va

e Die Mittelpunkte cq, co sind gegeben durch

1 1 1 1
cl:§(a2+a1):i(ag—ao—i—ao—i—al):a0+§(a1—a0)+§(a2—ao)

1
02:a0+§(a3*ao):ao+§(a2*al)

so dass sich die (eindeutige), diese verbindende, Gerade ergibt als:

a1 +a a1 +a A
Gerew = C1 +span{cl—02}:120+span{ 12 2—a0—(a2—a1)}

U1 U2
2 + 2
e Zu zeigen ware jetzt: S1,S52 € G, Es gilt jedoch:
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=ag+ + span {v1 + vy — A(v2 —v1)}

A
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V1 (%) 1
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