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Aufgabe 01
Sei 7 der Affine Raum tiber den K-Vektorraum V.

a) Zeigen:V a € o« : ai = 0. Es ist
a=a+da=a+daa+ da

Wegen der Eindeutigkeit von da¢ muss ad = aa + aa sein. Jedoch gibt es in V' genau ein inverses —aa so dass gilt
0 =da —da =aa+aa—aa=da O

b) Somit ist insbesondere
a+0=a+aa=a
c) Zeigen: Fiir beliebige a,b € & ist ba = —ab. Definitionsgeméf ist
a+a_i):b, a="b+ba

also . .
b+ba+ab=">

Aufgrund der Eindeutigkeit von bb und eines Inversen —ab muss also gelten

—

—bb=ba+ab = ba=—ab O

=1}

d) Fiir a,b,c € o gilt

a+a_27+b_é: (a—«—a%)—i—b :b+b_é:c

Aufgrund der Eindeutigkeit von a¢ muss also gelten
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Aufgabe 02
Sei F' die gesuchte affine Abbildung. Setzen ag := (0,1) so dass gilt:

F(ag) = (71, ].) = FO
Dann ist F vollstindig beschrieben durch eine lineare Abbildung f : R? — R? fiir die gilt

F(ag +v) = Fo + f(v)



Insbesondere also:

(0,2) = F(1,1) = F(ap + (1,0)) = Fy+ f(1,0) = (-1,1) + f(1,0) — f(1,0)=(1,1)

(_170) = F(17O) = (ao + (17_1)) = Fo+ f(lv_l) = (_17 1) + f(17_1) - f(la _1) = (0’ _1)

Durch den Satz der linearen Fortsetzung ist f eindeutig bestimmt, da (0,1), (1,—1) eine Basis in R? bilden. AuRerdem sieht
man dass
h(z,y) = (z +y,x + 2y)

auf dieser Basis mit f iibereinstimmt (wenn hingucken nicht funktioniert, bekannte Methoden zur Matrix-Bestimmung einer
linearen Abbildung anwenden). somit muss h = f sein, das heiflt F' ist gegeben durch:

F(xvy):F(QO)‘Ff((Ivy)*aO):(71’1)+f(x7y71):(7151)+(I+y715z+2y72)

Aufgabe 03

a) Seien Endy bzw. Auty die Menge aller Endomorphismen bzw. Automorphismen iiber (N, +). Ein Automorphismus
f N — N auf einer Gruppe N ist ein bijektiver Endomorphismus.

e Abgeschlossenheit: Fiir beliebige Automorphismen f,g € Auty ist auch die Verkettung f o g € Auty. Denn
Verkettung von Homomorphismen ergibt wieder Homomorphismen:

Va,beN: flgla+b) "= flgla) +g(0) "IN fgla) + fg(b)

und der inverse Automorphismus zu f o g ist gegeben durch (fog)™!' =g~ o f~! denn: Da f~!, g~ Homomor-
phismen sind, ist auch ¢g~' o f~! ein Homomorphismus, und es gilt:

fogogloft=fofl=Id=glog=g 'of o fog
— ——
Id Id

e Assoziativitdt: Verkettung von Abbildungen ist bekanntlich assoziativ. Somit ist insbesondere Verkettung von
Automorphismen assoziativ.

e Neutrales Element: Das neutrale Element ist gegeben durch die Identitét Id:
VieAuty: fold=Idof = f
e Inverses: Definitionsgemif gibt es zu jedem Automorphismus f € Auty einen inversen Automorphismus g € Auty:
gof=fog=1Id
Somit ist (Auty, o) eine Gruppe. [

b) Des Klarheit zu liebe bezeichne + die Operation auf den Gruppen N und H, und 0, 0; jeweils das neutrale Element
in N und H.

e Abgeschlossenheit: Offensichtlich ist

(n1,h1) o (n2, he) = (n1 + @n, (n2), h1 + ha)
—_— —
eN cH

auch wieder in N x H.
e Assoziativitét: Fiir beliebige (n;,h;) € N x H, i =1,2,3 gilt

(n1,h1) o [(n2, ha) o (n3, h3)] = (n1, h1) o (N2 + pn,(n3), ha + h3) = (n1 + @n, (N2 + n,(n3)), h1 + (ha + h3))

= (n1 + ¢n, (n2) + Pny (Pny(13)), (h1 + h2) + h3) = ((n1 + ¢n, (n2)) + Phyths (13), (B1 + h2) + hs3)
——

$Ph1OPhy

= (n1 + ¢n, (n2), h1 + h2) o (n3, ha) = [(n1, h1) o (n2, ha)] o (n3, h3)



e (Rechts)Neutrales Element: Bekanntlich (LAAG1) gilt fiir Homomorphismen f : Gy — G2 zwischen den
Gruppen G, G2 mit neutralem Element 01,05 die Beziehung:

J(01) =0y

Somit ist insbesondere ¢p, (0,) = 0, fiir beliebiges hy € H (da ¢p, Homomorphismus zwischen N und N ist).
Das (rechts)neutrale Element ergibt sich somit als

(On; Oh)

denn es ist:

V (n1,h1) : (n1, k1) 0 (0n,08) = (n1 + ¢r, (0n), h1 +0r) = (n1, k1)
——

On,

o (Rechts)Inverses: Sei (n1, h1) € N xH beliebig. Da fiir beliebiges ¢, ein Automorphismus ist, ist er insbesondere
surjektiv. Somit gibt es ein Element no so dass ¢p, (n2) = nfl = —ny ist. Somit ist

(n1,h1) o (n2, —h1) = (n1 + pn, (n2), h1 — h1) = (05, 0n)
~——
das heikt es ist (ny,h1)~t = (ng, —hq).
Somit ist (N x H,o) eine Gruppe. [

c) Sei Z#(&/,V) die Menge aller Affinitédten F' : &/ — & des affinen Raumes &/ tiber den K-Vektorraum V. Zeigen:
F (4, V) ist eine Gruppe bzgl. der Verkettung o von Abbildungen.

e Abgeschlossenheit: Seien F,G € % («/,V) mit den jeweiligen zugehdrigen Isomorphismen f,g : V. — V|
beliebig. Verkettungen bijektiver Abbildungen sind bekanntlich wieder bijektiv. Analog sind auch Verkettungen
affiner Abbildungen wieder affin, denn

Vaed, veV: (GoF)a+v)=G(Flatv) = G(F(a) + f(v)) = G(F(a)) +9(f(a) = (G0 F)(a) + (g0 f)(v)

Da f, g Isomorphismen sind, ist auch g o f ein Isomorphismus und G o F' ist sowieso eine Abbildung von « nach
/. Somit ist G o F' auch eine Affinitdt und deshalb in F (&7, V).

e Assoziativitit: Folgt direkt aus Assoziativitit von Verkettung.

¢ (Rechts)Neutrales Element: Die Identitatsabbildung Id ., auf <7 ist natiirlich rechtsneutral. Ferner ist sie selbst
eine Affinitét, denn fiir beliebige a € &/, v € V gilt:

Id(a+v) =a+v=1dg(a) + Idy(v)

wobei Idy die Identitéit auf V' sei und eben genau ein Isomorphismus ist, das heifst also Id, € F (o7, V).

¢ (Rechts)Inverses: Jede Affinitit F € % (o7, V) ist definitionsgem#f bijektiv, besitzt also ein Inverses: F~1, fiir
das gilt
FoF '=FloF=Idy

Dieses Inverse ist auch eine Affinitét, denn fiir af := F'(ag), ag € & ist
Flao+ f7'(v)) = Flao) + f (f7'(v)) =ag+v — F~'(ag+v)=ao+ 7' (v) YveV
und f~! ist bekanntlich auch ein Isomorphismus.

Somit ist (% («7,V),0) auch eine Gruppe. O

d) Nennen: Fiir a,b € & : ab := ab.
Es ist klar dass Auty = GL(V) ist (da jeder Isomorphismus auch ein Automorphismus ist und definitionsgeméf auch
umgekehrt). Suchen einen bijektiven Homomorphismus

@ (V x, GL(V),0) = (F(«,V),0)



fiir ein geeignet gewdhltes ¢ : GL(V) — GL(V). Machen den Ansatz ¢ = Idy, das heifit fiir f € GL(V) ist ¢y = f. Da
o/ # () existiert ein ag € «7. Dies sei ab nun fest.

Machen den Ansatz: Fir v € V, f € GL(V) sei
Vg, GL(V) 3 (v, f) % @((0, /) € F(.V) = @(v, f)(a) = (ap +v) + f (@) fiir a € o
Es gilt: ® ist ein Isomorphismus, mit dem Inversen
o Y(F) = (W f) fir F € (7, V) mit F(ao +v) = F(ao) + f(v)
e Wohldefiniertheit: ®(v, f) ist tatsichlich eine Affinitét, da

®(v, f)(ao +w) = (ag +v) + f (GO(GO +w)) = (ap +v) + f(\(i) + f(w) = @(v, f)(ao) + f(w)

apao

Somit ist & wohldefiniert.
¢ Homomorphismus: Fiir (v, f), (w,g9) € V x, GL(V) , a € & ist:

@ (v, f) o (w, 9)l (@) = (v + ¢f(w), fog)) (a) = 2((v+ f(w), fog))(a) = (a0 + v+ f(w)) + (f © 9)(@0a)

f linear

= (a0 +v) + f(w) + f(9(@oa) " = (ag +v) + f(w + g(@5a)) = (ao +v) +  (ao(ao + w + g(@0a) )

= (a0 -+ ) + f (209w 9)(@)) = 2(v, /) (2(w.9)(a) = [B(0, ) 0 D, )] (a)
e Injektiv: Sei (v, f) € V %, GL(V) so dass ®((v, f)) = Id., das heiflt V a € o ist
®(v, f)(a) = (ao +v) + f (a0a) = a
Dann ist v 4+ f(@ga) = Gpa. Setzen a = ag, das heifst

0 — v=0

@oa =agao =0 — f(@a) =0 — v+0
also f(apa) = aga V a. Fiir beliebigen Vektor v € V also
Flao(ao +v)) = f(v) = aglag +v) =v — f=1Idy — (v, f) = (0,1dv) = Oy crLo)
wobei nach Teil (b) eben (0,1d,) = Ov s, cL(v) genau das neutrale Element in V' x, GL(V) ist. Somit ist

kernel & = {OVNWGL(V)}
also @ injektiv.
e Fiir bestimmtes F € F (&7, V) ist der Isomorphismus f € GL(V) fiir den gilt

F(ao+v):F(ao)+f

eindeutig bestimmt, denn: Seien fi, fo zwei diese Eigenschaft erfiillende Endomorphismen. Dann ist fiir beliebiges
veV:
F(ao +v) = F(ao) + f1(v) = F(ao) + f2(v)
Wegen der Eindeutigkeit von F(ag)F(ao + v) ist f1(v) = fa(v).
e Surjektiv: Sei nun F € F (&, V) beliebig mit F(a) = F(ag) + f(aga) fiir ein (eindeutig bestimmtes) f € GL(V).
Dann gilt fiir (aOF(aO), f) e V x, GL(V):

o ((aOF(aO),f)) —F
denn fiir beliebiges a € & ist
@ ((a0F(an). 1)) (@) " 2" ® ag + agFa) +f (a53) = F(a)
F(ao)

Somit ist image ® = .% (7, V) und deshalb bijektiv.
Somit ist @ ein (kanonischer) Isomorphismus zwischen V' x1q,, GL(V) und .7 («7,V). O



Aufgabe 04

Betrachten den affinen Raum R3 mit der iiblichen Vektoraddition.
Annahme: Das Volumen V des Tetraeders sei nicht Null.
Bezeichnen:

By:=A,B;:=B,By:=C,B3 :=D.

So :=854,51:858,5 :=8¢,53:=Sp

s;i:=AS;, i=0,..3

Fiir beliebige Punkte A, B € R3 bezeichnen AB := |E’ als die Liange deren Verbindungsstrecke.

Fiir Dreieck ABC sei A(ABC) seine Fliche.

Fiir Tetracder ABCD sei V(ABCD) sein Volumen.

Fiir gleichschenkliges Dreieck ABC', AB = AC, bezeichne A den Gipfelpunkt bzw. BAC den Gipfelwinkel.

Fiir ein Dreieck ABC' sei mit Mittelpunkt der Schnittpunkt aller Seitenhalbierenden gemeint.

und legen los:

Seien b; € R3, i = 1,2, 3 jeweils so dass
B; =By +b;

ist. Die Vektoren {b;} sind linear unabhéngig, da bekanntlich:

1 1 - b=
O?év:*(lh)(bQ)'bg:*det — b2 —
6 6 o

Seien aufserdem 0], i =1,2,3 so dass
By :=0, B :=0+4+0b],B5 :=0+b5, B3 :=0+bj

die Ecken eines regelméfigen Tetraeders .7 bilden. O.B.d.A sei |b]| = 1. Dann sind diese nach der gleichen Logik wie
vorhin ebenfalls linear unabhiingig. Somit existiert eine affine Abbildung F : R? — R3 so dass

F(B)=B < F(A+b)=0+0b,i=1,2,3

ist, denn nach dem Satz {iber lineare Fortsetzung existiert immer ein (sogar eindeutig bestimmter, da {b;};=1,2 3 Basis
in R?) Endomorphismus f € End (R?*) mit f(b;) = b}, i = 1,2,3, also ist

F(A4wv):=0+ f(v)

genau die gewiinschte Affinitét.
Bemerke: Es ist somit F(By) = F(A) = f(0) = 0 = Bj. Da die {b}};,—123 C image f eine Basis in R? bilden, ist f
surjektiv und somit nach der Dimensionsformel

dimkernel f + dimimage f = dimR® = 3
auch injektiv, also bijektiv. Also ist F' sogar eine Affinitat.

Betrachten nun das (normierte) regelméfige Tetraeder .7. Seien ST, i = 0, .., 3 die Schnittpunkte der Seitenhalbierenden
der jeweils von B] gegeniiberliegenden Fliche ;] und s} := B! S]. Aufgrund von Symmetriegriinden ist klar dass sich

alle s}, i =0,..,3 am gleichen Punkt S” schneiden.




Aus Symmetriegriinden folgt auflerdem dass S” jede dieser Strecken im selben selben Verhéltnis teilt. Betrachten nun
die beiden Strecken sj, s7 und deren Schnittpunkt S:

B]

Aus dem Bild ist abzulesen:
(i) Aus Symmetriegriinden ist BjS"™ = B7S” und SS} = S"S]. Somit sind die Dreiecke BjS"Bj und S§S"ST
gleichschenklig, also - - - -
ByB]S™ = BTYBjS™ N S§STST = 57555
Da deren Gipfelwinkel gleich ist, sind die beiden Dreiecke &hnlich, das heifst es gilt
STSy  SpST
BjS™  BjBf

(if) Aus Symmetriegriinden ist
[S;S; =TS;S; A IB; B = BB
das heifit die Dreiecke SgI'ST , B{I'Bf sind gleichschenklig. Da sie aufierdem einen gemeinsamen Gipfelwinkel
haben sind sie somit dhnlich, das heifit es gilt
Sy ST YA
ByB]  TB]

(iii) Aus der Vorlesung ist bekannt: Da S§ Schnittpunkt der Seitenhalbierenden des Dreiecks Bj B Bj ist, und BT

genau solch eine Seitenhalbierende ist, gilt:
rsyg 1

B} 3

Zusammengefasst hat man also:
STSy  SpST ISy 1

ByS™  ByBY I'Bf 3
das heift S” schneidet diese Strecken s; im Verhéltnis 3 : 1.

e Betrachten die 6 Strecken B BY, i < j und die durch diese zusammen mit S" erzeugten Ebenen. Die durch

By By, BB3, BiBj

definierten Ebenen teilen das Tetraeder in 6, wegen Symmetriegriinden dhnliche, Tetraeder auf:

By




wobei diese die gemeinsame Kante B7S] und somit das gleiche Volumen haben. Betrachten also nur eines dieser
Tetraeder:

B

By

wobei die gestrichelten Strecken eben die Schnitte der Seitenflichen mit den restlichen Ebenen darstellen. Jedes der é—
Tetraeder wird also in weitere 4 Teile geteilt, so dass das regelméfige Tetraeder 7 in insgesamt 24 Volumina aufgeteilt
wird.

Zu zeigen: Die 4 Teilvolumina

V(GSTB3S") = V(GS5B5S™) = V(ES;B3S") = V(ES;BTS™)
sind gleich. Aus Symmetriegriinden gilt S™S] = S™ST A B S" = B;S" V i, j. Insbesondere ist somit
S"S5 =5"5S] N S"B] =S5"Bj
Da alle Seitenflichen von .7 gleiche gleichseitige Dreiecke sind, ist auch
BiS; = B3ST = B3S; = S3FE

Da die B} S] wegen Symmetriegriinden senkrecht auf die entsprechenden Seitenflichen des Tetraeders .7 stehen, sind
insbesondere:

STSt L ByBiB; N S™ST L ByB3Bsg
und ferner auch S;E L B} Bj. Obere Zusammenhénge sind nochmals in folgender Abbildung illustriert: gleiche Farbe
bedeutet gleiche Lénge.

By

By




Es ist also abzulesen
GS{B;S" 2 GS;BLS" = ESIByS" =~ ES;BTS”

da alle inneren Winkel & Langen gleich sind. Somit haben die i—Tetraeder tatséchlich paarweise gleiches Volumen.

Aus der Vorlesung ist bekannt: Geraden, Streckenverhéltnisse und Volumenverhé&ltnisse sind affine Eigenschaften. Ferner
ist bekannt: Da .7 (R3, R?) eine Gruppe ist (vgl. Aufgabe 03), ist auch F'~! eine Affinitit, die das gleichmiiRige Rechteck,
bijektiv auf das urspriingliche Abbildet. Somit werden alle s} bijektiv auf die s, abgebildet. S™ ist somit genau dann
ein Schnittpunkt der s] wenn auch F~'(S") ein Schnittpunkt der s; = F~!(s}) = {v € R® | F(v) € s7} ist, denn:

3

Sre() s = Vi:S eF(s;) = F () €s;
Lo~
l_OF(s,;)

das heift F~1(S") ist gemeinsamer Schnittpunkt der s;: S := F~(S"). Analog gilt auch ST = F(S;).

Da insbesondere auch Teilverhéltnisse kollinearer Punkte affine Eigenschaften sind, ist auch das Teilverhéltnis der
(B;, S, S;) gleich dem der (B!,S",S!). Somit teilt S diese Strecken alle im Verhéltnis 3 : 1. Ferner sind Volumen-
verhéltnisse auch affine Eigenschaften, und jedes Teilvolumen von 7 wird auf das entsprechende Teilvolumen im
urspriinglichen Tetraeder bijektiv abgebildet. Somit sind auch dort die Verhéltnisse der Teilvolumina genau 1 : 1.



