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Notationen
e Fs gelte die Einsteinsche Summenkonvention. Dabei soll Kovarianz und Kontravarianz keine Rolle spielen.

e Zu Matrix A € M, (K) bzw. Endomorphismus A : V' — V und Eigenwert A seien Ey(A) und &)(A4) jeweils der
Eigenraum und der verallgemeinerte Eigenraum von A.

Aufgabe 01
a) Beginnen mit der Substitution 7 := x, x2 := & und schreiben
1 =Ty, &g = —20% —w?r = =201y — wir
b= i X1 o 0 1 X1
Tdt\ 12 )\ —w? 28 T
A
b) Machen den Ansatz v(t) = vgetd, vg = ( zo ) Aus der Vorlesung ist bekannt: ¢ — e*4 ist eine C>°-Abbildung, mit
0
d
aetA — AetA

also
0= AeMvy = Av

das heift v = e'4 ist Losung des DGL Systems.
¢) Das charakteristische Polynom p4 von A ist gegeben durch
pa(X) = X%+ 28X +w?

woraus sich die Eigenwerte
)\172:752‘29,91: 627(4}2

ergeben. Bemerke dass fiir w < @ immer 8 > € > 0 also A\ 2 # 0 ist. Fiir w > ( ist dann sowieso Q € C\ R also
A12 # 0.
Fall: 3 # w. Dann sind A1 # Ay und A ist auf jeden Fall diagonalisierbar. Entsprechende Eigenvektoren wéren dann

()~ () o (4)=(ta)

so dass A bzgl. der Basis vy, vo die Form

i migm (M0 (11 1L -
A=T AT_<O v ) T=a ) T Y



annimmt. Somit ist

A _ 1 tAmm—1 _ o T YAT -1 _ tAr 0 -1 exp(tA1) 0
=TT " e“TT " =Te T Texp( 0 th )T T( 0 exp(ths)
1 )\2€t/\1 _ Alet)\g et/\g _ et>\1
20 Ao (6“‘2 — et/\l) Agefrz — Njeth

Entsprechend obigem Ergebnis, ist also die allgemeine Losung von x gegeben durch

)

Zo

x(t) =

[)\26

)\1€t)\2] +

he
50 ©

et)\l] o~ Aet)\l +B€t)\2 — efﬁt [Aeﬂt +B670t} ,

QQ

Die Anfangsbedingungen x(0) = 0, #(0) =1 ergeben

2(0)=A+B=0
#(0) = e [-BAeY — BBe~ + AQe™ — BQe™] [g= —f(A+ B) + QA - B) = 1
1
A = — = 7B
- 20
also
e Pt
ﬁsin(\/m-t) w8
e Pt g o) T
x(t) = 50 [ — e ] = L
g 2 w2 ~t> tw<p
T sinh ( 62 —w :

Fall: 8 = w > 0. Dann sind A\; = Ay =

1
-6

o

Versuchen A auf Jordan-Form zu bringen, und finden dabei dass fiir vs :=

—0 und der einzige Eigenvektor von A ergibt sich als

)

1
0

(

x| =

Avg = —fvg +v1

Somit nimmt A bzgl. der Basis vy, vo die Form

i_ - _( B 1 _
A=T 1AT_( 0 _5> ,T_<
an, fir die gilt:
N\ (=B n(=p)" 1t
(+4) —( 0 (Zpt) >
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=
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A, BeC



analog zu vorhin impliziert:

tA _ o T YAT—1 _ —pt ¢ -1 _ e Pt te Pt 1 14t t
e ="Te T —Texp( 0 —5t)T —T( 0 o~ T " =e L@ 1-pt

Somit ist die allgemeine Losung von z(t) gegeben durch
a(t) = e PL[(1 + Bt)ao + tio) 2 e P [A+ Bt , A,BeC

(vgl. aperiodischer Grenzfall).
Durch die Anfangsbedingungen ergibt sich

2(0) = A=0

#(0) = e P [-BA— BBt + B] |p= —BA+ B =1

— A=0,B=1

also

x(t) = te P!

Aufgabe 02

Bemerkung: Betrachten nur den Fall n > 1, denn fiir n = 1 ist J* immer in Jordan-Normalform.
Sei nun J = J,(\) € M, (\) ein n x n Jordan-Block zum Eigenwert A.

Fall: \=0

Definieren:

0<m<n:jm::<0 Im)

m=n:J":=1I,

m<0: 77" =0
und sehen dass 7! = J,,(0) ist. Bekanntlich ist dann
T = () = (g ) = et

(vgl. Ubungsserie 03). Im Fall & > n ist also J*¥ = 0, weshalb die Jordan-Form einfach gegeben ist durch die Nullmatrix.
Betrachten also den Fall £ < n.

Bemerke: Die Hauptdiagonale von J*, k > 1 besteht somit aus lauter Nullen, so dass sich das charakteristische Polynom
von J* ergibt als p;» = X™. Somit ist A = 0 der einzige Eigenwert von J* (mit algebraischer Vielfachheit n) und Eo(J*) =
kernel J*. Nach niherem hingucken, erkennt man dass rang J* = n — k (Anzahl der linear unabhingigen Spalten) ist. Somit
besteht die Jordan-Form Ji, von J* aus

dim Ey(J*) = dimkernel J¥ = n — rang J* = k

Jordan-Késtchen.

Fiir die kanonische Basis {e;} von C™ gilt:

1= 1 <
Je, — 0 z 1 - Jkei: 0 Z._k’
ei_1 :1>2 ei_p 1>k

Sei r :=n mod k und d := (n — r)/k. Definieren eine neue Basis vy, .., v, gemaf:



e Setzen vy := e

e Sectzen v;, @ < n wir folgt: Sei v;_1 = ey, | € Ng, j=1,..,k (Bemerke: [, j eindeutig). Dann setzen:

C(I4+1)k+j lk +j +k <n

€0k+(j+1) - sonst
Bemerke:
— Die Zuordnung kann immer stattfinden, denn um j + 1 > n zu erreichen, miisste k +1 > j+1 >n also k > n
sein.
— Diese Zuordnung ist eindeutig, da [ und j fiir die Darstellung der Zahl Ik + j eindeutig sind.

— Diese Zuordnung ist eineindeutig, denn j wichst monoton mit ¢, und im Falle das es konstant bleibt, wichst immer
l, das heifit es wird nie 2 mal das gleiche ey, ; zugeordnet.

— Mit anderen Worten wurde zugeordnet: vy := €1, V2 := €j41, U3 := €241, ... USW.
— Fiir diese (Basis)Vektoren gilt nun: Fiir v; = e; ist Jv; = 0 und fiir v; = ejg4j, | > 1ist Jv; = eq_1ypj = Vi1
— Fiir j < r gibt es noch ein v; = egp4;. Fir j > r geht dann | nur noch bis d — 1.
Somit gibt es genau r Jordan-Késtchen der Grofe d + 1, und k — r Késtchen der Grofe d.
Also ist die Jordan-Normalform von J* gegeben durch

((J(0)") | = diag(Jal0), - Ja(0), Ja41(0). ... Jus1 (0))

k—r mal r mal

Variante: Sei C; die Anzahl der Jordan-Késtchen mit dim > m. Dann gilt fiir J* und ! € Ny:

+1
)

dim kernel (J¥)' ™" — dim kernel (J%)" = 4

Es ist bekannt (bzw. zeigt sich durch direktes Ausrechnen) dass (J k)l nur aus l-en in der k - I-ten (oberen) Nebendiagonale
besteht, woraus man ablesen kann:

rang(Jk)l:n—k-l — dirnkernel(Jk)l:k~l7 1<1i<d

und
dim kernel(J*)4*! = n | dimkernel(J*)42? = n

Somit ist:
Ci=k-l-k-(I-1)=k , 1<I<d,Cyp1=n—kd=r, Cysa=0

das heifst insbesondere fiir [ = d ist Cy_1 = Cy = k. Es gibt also k Jordan-Késtchen mit dim > d und sogar keine anderen.
Aufserdem sind nur r davon mit dim > d + 1 und keine mit dim > d + 2, also ist

((n(O)") | = diag(Ja(0), - Ja(0), Juz1(0): - Ju41(0))

k—r mal r mal

Fall: A #£0
e Vorbetrachtung: Sei M* der Raum aller n x n Matrizen mit A;; = 0 fiir j < i + k. Dann ergibt sich fiir beliebige

Matrizen A € Mk Be ML, k> 0:
j<i+k+1:(BA)ij: B . Alj =0
~ ~~
0 fiir I<i4+1 0 fiir j<I+k
0 fiir j<itk+1
j=i+k+1:(BA);j= By - Ay =B it14it1,j = Biiv14j_k

0 fiir I<i4+1 0 fiir I>j—k=i+1

0 fiir l#£i+1



also (BA) € ME+1. Ferner also B™A € Mk+m
Insbesondere folgt: Besteht die 1. (obere) Nebendiagonale von B aus nur einem Wert by (d.h B; ;11 =b1 Vi <n und
die k. (obere) Nebendiagonale von A aus nur ebenfalls nur einem Wert aj (d.h A; j1x = ar V j < n —k) so ergibt sich

(BA)iitk+1 = Bijit1 - Aixtivhr1 = ap Vi<n—(k+1)
—— —,——
by a
das heift die (k + 1)-te (obere) Nebendiagonale von BA € ME*! besteht aus nur einem Wert bjay. Ferner besteht
dann die (k + m)-te obere Nebendiagonale von B™A € MET™ nur aus dem Wert bay.

e Spezialfall: Aus Ubungsserie (03) wissen wir: J* hat die Gestalt

k k—1 _ k—2
R R YR e

(SR () DUt AR kA1
Jh = = e M

woraus sofort das charakteristische Polynom p ;x abzulesen ist:
P (X) = (X —2%)"

Bemerke: Das Minimalpolynom g ;. ist dann auch gegeben durch pjw (X) = (X - )\k)m fiir ein bestimmtes m < n.
Aufierdem ist \* der Einzige Eigenwert von J* also & (J*) der einzige verallgemeinerte Eigenraum von J* und demnach
C" = & (J*). Somit ist J := J* — A\* Nilpotent auf C" (da Nilpotent auf &« (J*)). Tatséchlich gilt 7 € ML. Somit
folgt wegen obiger Uberlegung:

Jm=Jm T e M = M

Fiir m = n enthélt M]* = M7 jedoch nur die Nullmatrix, also ist J™ = 0.

e Die 1. obere Nebendiagonale von 7 besteht aus nur einem Wert kA*~1. Fiir m < n enthélt somit die (m — 1) +1=m
-te obere Nebendiagonale von J" genau den Wert

(BARY™ 7 (BAK) = (RAF1)™ £ 0
das heifst fir m < n ist J™ = (Jk — )\k)m auf keinen Fall die Nullmatrix. Somit ist
e () = (X — 3"

das Minimalpolynom von J* und das grofte Jordan-Késtchen von J* zum (einzigen) Eigenwert A* hat genau die Gréfe
n. Somit ist die Jordan-Form von J* gegeben durch das n x n Jordan-Késtchen zum Eigenwert \*:

= ()

((7a)")

J

Variante: Es ist sofort abzulesen dass rang J = n — 1 ist, das heifst dim kernel 7 = 1. Somit gibt es nur ein einziges Jordan
Kiistchen zum (einzigen) Eigenwert \.

Aufgabe 03
Sei @ : (V*)€ — (VE)* definiert durch:

(V4= (', )2 d(W)=xe (VO
~
cVv* cVv*
e=(p1, p2)eVE  @W)p = (Vo1 —P2pa) +i (Y 2 +¥%p1) €C
~—

ev ev

Bemerkung: Durch direktes ausrechnen zeigt sich: ®(1)) ist tatséichlich C-linear, das heifit ®(v) € (VC)*.



Linearitat

Die Zuweisung ® ist linear, denn fiir ¢ = (¥, 9?),¢ = (¢4, ¢?) € (VH)C, A=A +iXa € C, 0 = (1, 92) € VT ist

P+ Qp=2 W'+ + )= [+ er— (VP + )] +i[(V+ ) w2+ (V7 + ) o]
= Plo1+ o — P02 — G +id o + i 2 + i1 + 0

= (W'e1r —Pp2) +i (W pa +9U%01) + (Cor = Copa) +i (CPpa + Cir) = (D)o + @Oy

D) = DMt — Ao, Migp® + Aapt)p

= (MY = X)) o1 — (A% + M) 2 + i (A! — Mab?) 2 + i (AY? + Aatd') 1

= (Vo1 — ¥%p2) — s (Ve + 0%01) + i1 (Voo + ¥P01) +ida (Vo1 — hPpa) = A ()

Injektivitit

Sei ¢ = (1, 9?) € (V*)€ mit ®(p) = 0, das heilt ¥ ¢ = (¢1,¢2) € VC ist ®(h)p = 0. Fiir alle ¢ ist dann insbesondere
o1 — PP ps = 0= Plps + e

Setzen wir o = 0, so folgt 1o = 0V @1 € V also ist ! = 0. Setzen wir ; = 0, so folgt ¥?ps = 0V o € V, also ist

¥? = 0. Somit ist ¢ = 0, das heifit kernel ® = {0}. Somit ist ® injektiv.

Surjektivitit

Bemerkung: Ist V endlich dimensional dann ist wegen dim(V*)® = dim V* = dim V = dim V°® = dim(V°)* =: n und der
Dimensionsformel
dim kernel ® 4 dim image ® = dim(V*)¢ = n = dim(V®)*
—_———
0

auch image ® = (V©)*. Doch die Endlichkeit von V ist nicht gewihrleistet!
Sei x € (V&) beliebig. Suchen ein 1 = (!, %?) € (V*)€ mit ®(p) = . Setzen fiir beliebiges ¢; € V:

Prer = (x(91,0)); , o1 = (x(1,0)), mit x(p1,02) =t (x(¢1,92)); + i (x(01,92))s

so dass gilt:
D(¢)(¢1,0) = P o1 + > 1 = x(01,0)

Da y insbesondere in ¢ linear ist, sind auch die ¢!, 12 linear und somit in V*. Haben somit einen Kandidaten ¢ € (V*)©
gefunden. Zu zeigen wire dass die Gleichheit auch fiir beliebiges ¢ = (1, p2) gilt:

() = (Y11 — ¥7p2) +i (Y12 +1%01) = (x(1,0)); — (x(02,0)), +1 (x(2,0)); +i (x(01,0)),

+i(x(i(#2,0)));  (x(i(#2,0))),

da linear da linear

Linearitét von x (

= (x(01,0)); + 1 (x(0,92))5 + (x(0,02)); + i (x(¢1,0)), X(#1,92))1 +i(X(p1,92))y = X9

Somit ist ® surjektiv und deshalb auch bijektiv. Da ® unabhingig von irgendeiner Basis definiert wurde, stellt er einen
kanonischen Endomorphismus dar. [



