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Bemerkungen:

Es gelte die Einsteinsche Summenkonvention.
Fiir eine Matrix A € M,,(K) bezeichne p4 das charakteristische Polynom und 4 das Minimalpolynom.
Fiir Matrix A € M(n x m,C) sei: A# := AT

Fiir beliebige Matrizen A, B € C gilt:

(AB)H = (AB)T = BTAT = BT AT = B AH

(A+B)"¥ = (A+ B)T = AT + BT = AT 4+ BT = A" + B#

Ist A invertierbar, so gilt:

denn fir invertierbare U ist
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Fiir Blockdiagonale Matrix A = diag (A4, .., Am) € M,(C), A; € M, (C) ist:

A = diag (Ay, .., Ap)" = diag (AT, ., AT) = diag (ATT, E) = diag (AZ, .., AH)

Kommutieren zwei Matrizen AB so kommutieren diese auch in einer anderen Basis, das heift fiir invertierbare U und
A=U1AU, B=U"'BU gilt: o o
AB=BA & AB=BA

Beweis: (nur eine Richtung nétig da Ahnlichkeit symmetrische Relation ist). Sei AB = BA. Dann ist:

AB=U""AUU'BU =U'ABU = U 'BAU = U 'BUU'AU = BA
N——
I

Aufgabe 01

a)

Beweis durch induktion.

e Fiir A € M;(C) ist A schon in diagonalform.

e Annahme: Jede Normalmatrix B € M,,_1(C) ist diagonalisierbar.



e Zeigen: Jede Normalmatrix A € M, (C) ist diagonalisierbar. Sei F' der durch A (bzgl. der kanonischen Basis
€1, .., €,) induzierte Endomorphismus im Vektorraum V. Da A € M, (C) ist, hat das charakteristische Polynom
pr von F mindestens eine Nullstelle, das heifst F' besitzt einen Eigenwert A. Dazu sei 0 # vy € E)(A).

e Setzen diesen Eigenvektor zu einer Orthonormalbasis vy, by, ..., b, fort. Dies geht immer, da V' = span{v;} @ {v; }*
ist, und wir innerhalb von span{v;}* immer eine Orthonormalbasis finden kénnen.

Dann nimmt F bzgl. dieser Basis die Form

A X

) , X = (x9,.,2p) € M(1 x (n—1),C), B € M,_1(C)

an. Dabei ist U die Transformationsmatrix zwischen den beiden Orthonormalbasen, und daher unitér, das heifst
U = U~1. Somit folgt

A= (Uran) ! uvtau =uH A" U) T Ut AU = Ut AR AU
——
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I

=UTAATU = UTAUU AR U = AUP AM (U1 = A (U1 AD)

B

das heift A ist Normal.

e Dann gilt insbesondere

(A7) = 2L (A7) = 3 Ay = AP+ Y faf
k=1 k=2

- (AHA)iz (~H>;A’f:§[1f[1’f:|)\|2 = |ol=0 VE>2

Somit ist X = (0,..,0) und A hat die Gestalt

e Wegen
AP0 Csmi o aqim (AP0
( 0 BHB = ATA = AAT = 0 BBH
ist auch B € M,,_1(C) eine Normalmatrix und deshalb nach Induktionsannahme diagonalisierbar, das heifit

3 L e M, 1(C) mit )
B=L"'BL

in Diagonalform. Dann ist auch

(0 ﬁ)l-ﬁ-w(é ) A (o 2)=(0 om )= (5 5)

in Diagonalform, das heifit A ist diagonalisierbar.

e Doch da Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation ist, ist auch A ~ A diagonalisierbar. [

b) Hilfsaussage: Gilt fiir zwei Matrizen A, B € M, (K): AB = I, dann ist B = A~! und somit auch BA = I.
Beweis: Wegen 1 = det(I) = det(AB) = det(A) det(B) gilt insbesondere det(A),det(B) # 0. Somit existieren A~!

und B~!. Daraus folgt sofort
A'=A-1-T=A"'AB=B

e Fiir (reelle) orthogonale Matrizen R ist insbesondere R = R. Wegen Hilfsaussage ist auferdem R”R = RRT =1,
also
R¥"R=RTR=R"R=RR" = RRT = RR”

Somit ist nach Teil (a) jede orthogonale Matrix {iber C diagonalisierbar.



e Fiir symmetrische Matrizen R wegen RT = R insbesondere RTR iRTR = RR = RRT = RRT. Analog fiir
antisymmetrische Matrizen, ist RTR = RTR = —RR = RRT = RR”. Somit sind (anti)symmetrische Matrizen
diagonalisierbar.

e Durch die Hilfsaussage wissen wir das auch UU = I gilt. Somit ist fiir unitéire Matrizen U#U = I = UU¥. Nach
Teil (a) sind sie also diagonalisierbar.

e Hermitesche bzw. antihermitesche Matrizen erfiillen wegen A = A auch:
A" A = AA = AA" bzw. AMA = —AA = AAM

und sind somit ebenfalls diagonalisierbar.

Aufgabe 02

a)

Sei A € M, (K) eine Matrix mit dem charakteristischen Polynom p4 und dem Minimalpolynom 4. Damit sind die
Eigenwerte A1, .., A\, (Nullstellen von p4) festgelegt. Die (eindeutige) algebraische Vielfachheit Py, von A; als Nullstelle
in p4 ist identisch der Summe der Grofen der Jordan-Késtchen bzgl. des Eigenwertes A;. Die algebraische Vielfachheit
1, von A; als Nullstelle in pi4 ist genau die Grofse des grofiten Jordan-Késtchens bzgl. A;. Jedem Eigenwert A; entspricht
mindestens ein J.K. von einer Mindestgrofie 1.

Spezialfall: n = 3.

e Fall: A besitzt genau einen Eigenwert A und es ist u) = 1. Dann ist notwendigerweise die Jordan-Form von A
identisch AI.

e Fall: A besitzt genau einen Eigenwert A und es ist py = 2. Dann besteht die J.F. von A aus einem J.K der Gréfe
2 und einem J.K der Grofe 1.

e Fall: A besitzt genau einen Eigenwert A und es ist py = 3. Dann ist die J.F. von A gegeben durch J5(X).

o Fall: A besitzt genau 2 Eigenwerte A\; # A2. Dann muss notwendigerweise gelten Py, = 1, P\, = 2 oder Py, =
1, P\, = 2. Sei 0.B.d.A Py, = 1. Dann gibt es zu A1 genau ein J.K. der Grofe 1. Ist nun py, = 2 so gibt es nur
ein J.K. zu Xq. Ist andernfalls py, = 1 so gibt es genau 2 J.K. zu Ag.

e Fall: A besitzt 3 verschiedene Eigenwerte. Dann gehort notwendigerweise zu jedem Eigenwert genau ein J.K. der
Grofe 1.

Somit ist die Jordan-Form, bis auf Umordnungen der J.K., eindeutig bestimmt. [

Nennen
0 3 -1 1 2 -1
A= 0 1 0 , B= 1 0 0
-1 3 0 1 1 0

berechnen die charakteristischen Polynome

pa(X) =det(XT—A) = (X —1)3(X +1)
Pp(X)=det(XI - B) = (X —1)>(X +1)

— Figenwerte: 1, —1
und die Minimalpolynome

pa(X) = (X — 1)(X +1)

pe(X) = (X = 1)*(X +1)
so dass sich die Jordan-Formen A, B; nach oberen Uberlegungen ergeben als

0 0 1
0o |, By=

1
A;j=| 0 1
00 -1



Aufgabe 03

a) Sei A € M,(R) eine orthogonale Matrix, das heift AT A = AAT = I. Da A reell ist, ist insbesondere A7 A = AA” =T.
Sei nun 0 # v = v'e; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Dann folgt:

AP =X = () (W) = (Av) (Av) = v AT Av=0Tv =D viv' = > Wi> >0 = NP=1 = [N =1
I i=1 i=1

N—_——
>0 da v#0

b) Sei R € M, (R) eine orthogonale Matrix.

e Betrachten wir den durch R induzierten Endomorphismus F' : R™ — R so hat der komplexifizierte Endomorphis-
mus F¢ bzgl. der Basis {e; +i-0}; genau die gleiche Matrix R. Doch diese ist nun wieder in M, (C) nach Aufgabe
01 diagonalisierbar, das heifit Fg ist diagonalisierbar. Somit ist R € M,,(R) nach Satz 05 dhnlich zur Matrix

A

Ak

Am

wobei {)\;} die reellen Eigenwerte von R sind, das heifit nach Teil (a): A\; = £1.
e Das charakteristische Polynom pr von R ist identisch dem charakteristischen Polynom p4:

k m
pr(X) =pa(X) = [[(X = M) [[ pa.(X) , pa,(X) =det(XT — A;) = X* = 20;X + (a7 + b)
j=1 j=1
Somit sind insbesondere die Nullstellen p; = a; £ i |b;| von pa, Eigenwerte von R. Da stets gilt: |p;| = 1 muss
gelten: a? + b7 = 1.
e Wegen a? + b? = 1 muss insbesondere |a;| < 1 sein. Setzen also ¢ € [0, 7] so dass a; = cos ) ist (solch ein ¢!
existiert immer). Dann ist
b? =1 — cos® ¢ =sin? ¢} | sing, >0
Ist b; > 0 so setzen ¢; := ¢}, andernfalls setzen ¢; := 27 — ). Somit ist dann erfiillt:
cosp; —sin;
a; = cos ), = cosp;, by =sinp; — A; =
sing;  cosy;

Bemerke: Ist ¢; € {0,27} so ist
1 0
A= ( 0 +1 )
und A ist so (bis auf Umordnungen der Kéastchen A;, die ja durch Basis-Umtausch erlaubt sind) wieder in der
gewiinschten Form. Somit kénnen wir 0.B.d.A sagen ¢; € (0, 27) fiir die A;.

e Somit ist der Satz bewiesen. [

Aufgabe 04

Seien A, B € M, (K) kommutierende Nilpotente Matrizen, das heikt AB = BA und A* = B = 0 fiir geeignete a,b € N.
Dann ist auch

(AB)" = (AB)(AB)...(AB) = AABB(AB)(AB)...(AB) = AABABB(AB)...(AB) = AAABBB(AB) ... (AB)

a mal
nach
endlich
vielen
Schitten A ABB...B= A" B®=0
—_——————
a mal a mal 0



und analog:

>b >a
2(a+b) a+b —_——— 2(a+b) i
x 2(a+0b) _ 2a + 2b — 2a+2b\ 70 -
2(a+b) * k p2(at+b)—k _ k p2(a+b)—k k 2(a+b)—k _
(A+ B) S ( i >AB §:< ) )AB + S ( . )A B 0
k=0 k=0 -0 k=(a+b+1) =
da B’=0 da A®=0

(*) Binomische Formel: gilt allgemein fiir kommutierende Elemente aus einem Ring. Da M, (K) ein Ring ist und ferner
A, B € M,,(K) kommutieren, sind alle Voraussetzungen erfiillt. Andernfalls wurde diese Behauptung in der Vorlesung LAAG2

bewiesen.
Somit sind AB und A + B Nilpotent.

Beispiel: Die Matrizen
0 1 0 0
=(a0)#=(10)

sind beide Nilpotent, denn A2 = B2 = 0. Doch die Matrizen

0 1 1 0
seavn= (03 pean-(10)

sind nicht nilpotent, denn zum einen ist

S :k ungerade
2 _ k_
S_IHS_{I : k gerade }#O

und zum anderen
Peiy=e; — YEkeN:Pley=¢1 40



