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Aufgabe 01

Konstruktion der Bijektion

Es ist
P(C2) = {Gy: 0 £ v €2} =Gy : 0 £ 2€CHU{Grsy i w,2€C, w0} = {Gom } U{Gpn : 2 €T

{g(oyl)} {g(z‘z):ze(c}
Sei o : [(0,7) x [0,2m)] U [{0,7} x {0}] — S? die bekannte (bijektive) Polartransformation

K
cos ¥ cos
o(d,¢) ;= | cosdsingp

sin

Sei nun G € P(C?). Wir setzen:
CT(O, 0) G = g(071)
f(G) =< o(m,0) :G =G,
o (2arccot (5),¢) G =G ey, T #0, ¢ €[0,27)

us

wobei arccot : (0,00) — (0, %) sei.

Zeigen: f ist Bijektion
f ist offensichtlich surjektiv, denn fiir beliebigen Punkt p := (¥, ¢) € S? ist

f {gl,Zcot(g)eW} JUAS (07 ﬂ—)
P=197I[S0m] 9 =0

f9a0)] 0=
Zum anderen ist f injektiv, denn aus G; # Gy € P(C?) folgt:
o Ist Gy = Go,1) so ist f(G1) = S(0,0) (oberer Pol) und G2 = (1,2), z € C das heift f(G2) = o(¥, ) fiir J # 0. Da o
injektiv, ist dann f(Gs) # f(G1).

o Ist Gi = G(1,0) und G = G(q reiv), 7 # 050 ist f(G1) = o(m,0) (unterer Pol) und f(Gz) = o(2arccot (g),ga) Wegen
—_———
<m

Injektivitdt von o ist dann f(Ga) # f(G1).

e Alle anderen Fille sind dquivalent zu den ersten beiden.

Somit ist f eine Bijektion.



Geometrische Interpretation

Fir G = G 444y € P(C?) ist f(G) der eindeutige, nicht-triviale Schnittpunkt der Geraden G, ,2) = (z : y : 2) € P(R?)
mit der im Punkt (0,0,1) sitzenden Einheitssphire S?. Fiir G = G(g 1) ist f(G) genau der (durch obere Methode nicht

erreichbare) obere Pol von S2.

(vgl. stereographische Projektion)

Aufgabe 03
Richtung "="

Seien v1, .., v; affin unabhéingig, das heifst aus

k k
Z /\i'Ui =0 A Z )\z =0
i=1 i=1

folgt A\; =0 Vi=1,..,k (vgl. Vorlesung). Es sei

2&(?)_0
=

’
v;

fir skalare \;. Dann ist insbesondere
k
SRR
i=1
(vgl. (n+1)-Komponente) und

k
Z /\ivi =0
i=1

(vgl. 1. bis n. Komponente). Aus Voraussetzung (1) folgt dann \; =0 Vi =1,.., k, das heifit die v} sind linear unabhéngig.

Richtung "<"

Die Vektoren v} := ( 111‘ > mogen linear unabhéngig sein (*) und es sei

k k
Z)\ivi =0 A Z )\1 =0
i=1 i=1



fir Skalare \;, das heifst

k Zle )\ivi
> A= =0
=1 Zf:l Ai
Dann miissen wegen (*) die \; = 0 sein, das heiflt die v; sind affin unabhéngig.
O
Aufgabe 05

a) Durch die Homogenisierung der 1. Gleichung

T T2
r=—, y=— — xi’*iﬂgl'gio
To To

ergibt sich durch die lineare, bijektive Transformation (yo : y1 : y2) — (22 : 21 : x¢) die dquivalente Bedingung
Yi — Y350 =0

Durch Inhomogenisierung x’ := E, y = 92 schlieRlich

Yo Yo

b) Behauptung: Die angegebenen Kurven kénnen nicht durch eine Projektivitdt in einander iibergefithrt werden.
Beweis: Beginnen analog zu vorhin mit der Homogenisierung

(a):af —5a5 —a5 =0, (b): 557 —yg =0
und suchen eine lineare, bijektive Transformation A : R? — R3 so dass

{xER?’:x%—M'%—:Ug:O}éA{yER?’:5y%—y8:0}:{Ay€R3:5yf—y§:0}

X Y

Doch es ist genau dann y € Y wenn 5y; = %y, das heifst Y besteht aus den zwei Ebenen 5y; = +yq. Da A insbesondere
eine Affinitédt ist, erhélt sie Ebenen, das heifst X = AY muss auch aus zwei Ebenen bestehen. Jedoch ist dies nicht der
Fall, denn fiir festes x1 # 0 folgt aus z € X:

2 2
Ty | Lo _
—+—==1
rooxy

5

das heifst die Koordinaten (zg, z2) beschreiben auf dem affinen Unterraum x; = const eine Ellipse mit Halbachsenléngen
|z1| und % X ist also eine Paraboloid-férmige Fliche in R3.



