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Aufgabe 01
Betrachten die Zahl

T = §/5¢§+7—{’/5f—7

Wegen 5v2 — 7 > 0 ist schonmal z € R. AuRerdem gilt:

Wl

xS:(5\/§+7)—3(5\/§+7)§ (5[2—7)%+3(5\/§+7)% (5[2—7) — (5v2-7)

:14—3(5fz+7)% (5[—7)% [{‘/5\/§+7— §/5f—7J —14-3z

[(5ﬂ+7)(5\/§—7)}%:?ﬁ x

— 0=a3+3z—-14=(z—2)(2*+22+7)

Doch da x? + 22 + 7 = 0 keine reellen Losungen hat (PQ-Formel) ist z = 2 die einzige Moglichkeit. Wegen 2 € N ist somit z
konstruierbar.
Betrachten nun die Zahl

y = §/5\/§+7+ \3/5f—7

Genau die gleiche Rechnung wie vorhin, fiihrt auf die Gleichung
=3y +10v2 — 0=1y° — 3y —10v2 = (y—Q\@) (y2+2\f2y+5)

Doch die Gleichung y? + 2v/2y + 5 = 0 hat keine reellen Losungen (PQ-Formel), so dass notwendigerweise y = 2v/2 = /8
sein muss. Doch 8 € Q und somit auch y = /8 sind konstruierbar.

Aufgabe 02
a) Setzen v,i = Ty, v,% = xk+1, kK =0,1,..., so dass gilt:
v,i_i_l = Tpp1 =0 Ul%—&-l = Tpyo = Thy1 + 22, = Vi + 201
In Matrixschreibweise also
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b) Die Eigenwerte von A ergeben sich als Ay = —1, Ay = 2 so dass sich A durch

(11 L 12 -1
r(Aa) s )

auf die Diagonalform

bringen ldsst. Somit ist

vy = A"y = (IDT7 ") v =TD"T vy =T ( (=)* 0 ) T~ g

=5 TR ) (1) =5 (G )

also

Eingesetzt ergibt demnach
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Variante 1

Losen die Differenzengleichung durch den Ansatz x, = b-a™:

a:n+2:b-a"+2éb-a"+1—|—2b-a" S a’=a+2 — a2 € {—1,2}

Allgemeine Losung: ©, = by - 2" + by - (—=1)"

2
Anfangswerte: xg = 1 1~ b = 3 by = =

und erhalten so

2 1
=2t (=)
Tn =g 2"+ 5 (1)

Durch direktes einsetzen in die Differenzengleichung bestétigt sich das Ergebnis! Analog zu vorhin ist also

x
lim =2t — 2
n— o0 J}n
Variante 2
Setzen .
ay, = n+1
T
Offensichtlich ist z,, monoton wachsend, das heifst
T Ty + 25— Ty
ay = n+1: n n1:1+2n1:1+ 6(1,3)
In Tn Tn An—1
€(0,1)



Somit sind die a,, beschrinkt innerhalb des Intervalls (1,3). Dann ist

o Tn42 o Tp42 — 2xn+1 o Tn+1 + 2xn - 2xn+1 o 2-73n — Tp+1 T o
|an+172|— — 2| = = = . *|an72|7
Tn+1 Tp+1 Tn+1 Tp Tn+1 Gp
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|an72|
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= |an, — 2| 5 <|an_2|.3
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Ap—1
€(3:2)
——
€(5.2)
— Fiir festes ng:  |ang+n — 2| < |an, — 2| - : =%

das heifst a,, — 2.

Variante 3

Unter der Annahme das lim w
n—oo Iy

! existiert und endlich ist, muss gelten

n n + 25, . 2 2 ! 2 2
€= lim T — iy Tl gy <1+ za ):1+.xné1+.mxn+1:1+£
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Aufgabe 03

a) Da N Nilpotent ist, kann der entsprechende Vektorraum K™ als direkte Summe zyklischer Unterrdume Uy, .., U,, ge-
schrieben werden, das heifit fiir jeden dieser Unterrdume existiert ein v; € K" so dass v;, Nv;,.., N dim(Ui) =1y, eine
Basis von U; bilden. Fassen wir die gesamten Basen aller U; als eine Basis zusammen, so hat N bzgl. dieser Basis
Diagonal-Blockgestalt, wobei jeder dim(U;) x dim(U;) Block nur aus ”1” in der 1. oberen Nebendiagonale besteht
(vgl. Konstruktion der Jordan Normalform). Somit ist ersichtlich dass die Spur der Matrix bzgl. dieser Basis iden-
tisch 0 ist. Doch bekanntlich ist die Spur einer Matrix (sprich, Endomorphismus) Basiswechsel-invariant, das heift
trace(N) =0. O

b) Da N Nilpotent ist, existiert ein m € N mit N™ # 0. Machen den Ansatz (hinsichtlich der aus der Analysis bekannten
Eigenschaft fir beschriankte Operatoren in Banach-Rédumen)

(Id —N)~ Z Nk
k=0
und machen die Probe:
k k m o__
(Id—N) Z ZIdN ZN —~ N™ =1d
k=0 k=0 & 0

Bekanntlich gilt fiir quadratische Matrizen A, B € M,,(K) : Es ist AB = Id genau dann wenn A invertierbar ist und
B = A", denn:

det(A) - det(B) = det(AB) = det(Id) =1 — det(4) #0 — A invertierbar

— B=I1dB=(A""A)B=A""AB)=A""1ld=A"



Somit ist auch (Id —NN) invertierbar, und es ist

i

NF=(1d-N)"' O
k=0

Aufgabe 04

Aus Ubungsserie 06 ist bekannt: Aff(R™) ist tatsichlich eine Gruppe bzgl. der Hintereinanderausfiihrung von Affinitéten auf
einem affinen Raum 7 iiber R™ ist. Es sei ag € & fest, dann ist jede Affinitat F' {iber &/ gegeben durch

F(a) = F(ao) + f(aga) = (ap + Fy) + f(aga) Va € o , mit f € GL(R")
Dabei sei f € M, (R) die (invertierbare) Matrix von f bzgl. der Standardbasis, und
Fy

—

Fy = : = aoF(ao) eR"
rg
Definieren die Abbildung ® : Aff(R") — GL(R"*!), die jeder Affinitit F' € Aff(R") eine invertierbare Matrix ®(F) €
M, 11(R) (und somit einen Endomorphismus in GL(R"*1)) zuordnet, gemif

fll fln F(}
_(F RN_| ¢ o
0o ... 0 1

Eigenschaften:

(i) ® ist wohldefiniert, denn zu jeder Affinitét ist (zu festem ag) der Isomorphismus f, und somit auch seine Matrix, sowie
der Punkt F'(ag) eindeutig.

(ii) ®(F) ist tatsichlich invertierbar (als Matrix, und somit auch als Endomorphismus), denn

fFEGL(R™)

1-det(f)" # 0

Leip_nitz

det (B(F))

Somit ist ®(F) € GL(R"*1).
Bemerke: Zwar schreiben wir ®(F') als (n + 1) x (n + 1) Matrix, doch ist diese dquivalent zum durch ihr induzierten
Endomorphismus.

(iii) @ ist ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir Affinitdten F,G ist

Go F(a) = G (F(ao) + f(aoa)) = G(ag) +g [ao (F(ao) + f(aoa)) | = Glao) + g |aoF (ao) + f(aoa)

= Glao) + g (a0F(a0) ) + g (f(@a)) = Glao) + g(Fo) +(g 0 f)(@a) = (GF)(ao) +()(@ga)

(GoF)(ao) ::ang(é})o

mit (GF), = ao(GF)(ao) = ao (Glao) +9(Fo)) = aGlao) + 9(Fo) = Go + g(Fo)
das heifst . .
B(GF) = < g(;f (G, ) _ ( g-f (GF), )

Doch auflerdem ist
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N———
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): < -7 §-Fo+Go ) 3 Fo=g(Fo) ( i-f (@GP, )
0 1 0 1



(iv) @ ist injektiv, denn fiir G # F ist

f#9 V Flag) # Glag) — f#§ VvV Fy#Go

und somit natiirlich, per Konstruktion ®(F') # &(G).

Aufgabe 05
Es sei A C R™ offen, B C R" beliebig und A € R.

Zeigen: \A ist offen

Der Fall A = () ist trivial, da AA = () und die leere Menge offen ist. Der Fall A = 0 ist ausgeschlossen, denn {0} = 0 - A ist
abgeschlossen!
Sei also A # 0 und A # (). Dann existiert zu jedem x € A ein g, > 0 so dass

B (2) i ={yeR": ly—zf<efC A

ist. Sei nun « € AA beliebig, das heifit = A\z’, 2’ € A und € := |\ e,/. Dann gilt fiir y € B.(z):

Y , 1 , 1 €
——dl==ly-MA|l= lly—z2| <t =¢es
I3 =2l = < | <3
<e
das heiﬁt%eBsm,(x’)CA, alsoy:)\-%e)\A. Somit ist
B.(z) C M\A

also A offen.

Zeigen: A + B ist offen

a) Der Fall A = () ist trivial, denn A + B = (J ist offen. Analog ist auch der Fall B = () trivial. Es sei also A, B # () und
x € A+ B beliebig, das heifst x =a+b, a € A,b € B. Dann gilt fiir beliebiges y € B, (z):

Iy =b) —all =ity =0) +b—a-bl =y = (a+b)[| = lly —z]| <ea
das heift (y —b) € B.,(a) C Aalsoy = (y—b) +be A+ B. Somit ist B, (z) C A+ B, das heifst A + B ist offen.
b) Beispiel Es sei A = {0} (abgeschlossen) und
B:=B7(0):={yeR": |y -0 <1}

Dann ist A + B = B. Bekanntlich ist B{(0) nicht abgeschlossen, da 0B (0) ¢ B?(0).



