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Aufgabe 01

a) Beginnen mit b(v,v) = b(u,u) und schreiben

0= b(w, v+ u) — b(v,v) — b(u, u) = b(u,v) + b(v,u) = 2b(u,v) — blu,v) =0
€U

b) Suchen fiir den total Isotropen Unterraum U; < R* zwei linear unabhéngige Vektoren by, by € R* als Basis mit

B(b1,b1) = B(bg,bz) = B(b1,b2) =0

Dann wére Uy = span{by, b2} total Isotrop, denn

Vv =v'b +v%by € Ur : B(v,v) = B (v'b;, v7b;) = v'o? B(b;,b;) =0
N—_——

0

Solch eine Basis wére by := e; + e, by := e3 + e4, denn es ist
B(b1,b1) = Bler,e1) + Blez, e2) +2 B(e1,e2) =0
—_——  —— ———

1 -1 0

B(b2,b2) = Bles, e3) + Bles, es) =2 B(es, eq) =0
Y T v
B(b1,b2) = B(e1,e3) + Bler,eq) + Bles,e3) + B(ea,eq) =0
Fiir den total anisotropen Unterraum U, < R* suchen wir zwei linear unabhiingige Vektoren c;,cy € R* mit
Blci,e1) #0 # Blea,ea) A bler,ea) =0 A sgnfB(er,cr) = sgnB(ca, o)
Dann ist Uy = span{cy, co} tatsdchlich total anisotrop, denn fiir 0 # v € Uy wire

B(v,v) = B (v'ei, v ey) = 0" Blei, ) = v'ol Bler, e1) + v°v° Blea, c2) # 0
o >0 >0

Solch eine Basis bilden die Vektoren c; := €1, ¢o := e3, denn es ist

B(c1,c1) = Bler,er) =1
Blcz,c2) = Bles,es) =1

Ble1,ca) = Bler,e3) =0



¢) Da b nicht ausgeartet ist, nimmt sie nach dem Satz von Sylvester, bzgl. einer Basis by, .., b, die Matrix

(bij) = ( ﬁ“ _ S_k )

b(bi, bj) = by
Nach der gleichen Logik wie im Teil (b), ist somit U, := span{by, ..., b} total anisotrop, denn V 0 # v € Uy ist

an. Fiir die Basisvektoren by, ..., by gilt

k
b(v,v) = v'vIb(b;, bj) = v'vi6;; = Z (vi)2 >0
i=1
Fiir die Basisvektoren by, ..., b, gilt
so dass analog U_ := span{by1, .., b, } total anisotrop ist:
VO#veU-:bv,v)=— Z (vi)2<0
i=k+1

Doch wegen n =k + (n — k) = dim Uy + dim U_ hat mindestens einer von beiden Rdumen Dimension >
Bemerke: Aufgrund der Beweisschritte ist ersichtlich:

|3

sgnb =2k —n #0 = 3 total anisotroper U4 <V mit dimU,4 > g

d) Sei Ur < V ein total isotroper Unterraum des n-dimensionalen Vektorraumes V. Sei U4 < V ein total anisotroper

n
Unterraum mit dim Uy > 5 (nach Teil (c) existiert dieser). Sei ferner v € Uy N U,4. Dann ist definitionsgeméf

b(v,v) #0 fallsv #0 A b(v,v) =0

alsov=0 — UrNUy = {0}. Somit ist

n>dim (U; & Us) = dim U; + dim U 2dimU;+g ~ dimUy <

|3

n n
Ist ferner dim Uy = 5 dann ist auch notwendigerweise dim U4 = 5 d.h es existiert kein total anisotroper Unterraum

Ug mit dimUy > g Somit ist nach Teil (c) sgnb=0. O

Aufgabe 02

Die die quadratische Form erzeugende symmetrische Bilinearform b : R* x R* — R ist gegeben durch

b(v, w) =7 [g(v +w) = q(v) — g(w)]

DN | =

(o1 4+ )% + (v w02)? = (v + 00)? — (04 w)* — 0 — o — 03— — 0F — w -} — ]

N =

+ 2(’1}1 + ’U.)l)(l}g + wg) — (’Ul + ’U.)l)(’U4 + U)4) + (’UQ + ’U.)Q)(’Ug —+ U)g)
— 201V9 + V14 — VU3 — 2w W + Wi W4 — WolWs3

=V1W1 + Vowg — V3Ws3 — V4W4 + 21)1’[02 + 2’[01’[)2 — W1V4 — V1Wy4 + VW3 + W2U3



deren Matrix bzgl. der Standardbasis gegeben ist durch

1 2 0 -1
2 1 1 0
(bij) = 0 1 -1 0
-1 0 0 -1

aus der man ablesen kann rang(b) = 3.
Berechnen eine Orthogonalbasis B fiir R* bzgl. b: Es ist b(e1,e1) = 1 # 0. Setzen also by := e; und erhalten

bi = kernelb(by,-) =kernel (1 2 0 —1 ) =span{(e1 +e4), (e2 — 2e1), €3}
Es ist b(es,e3) = —1 # 0, setzen also by := e3 und erhalten

span{by, by} = kernel b(by, -) N kernel b(bs, ) = kernel ( (1) ? _01 _01 ) = span{(e; +e4), (€2 +e3 —2e1)}

Es ist b(e; + eq,e1 +e4) = —1 # 0, setzen also b := e; + ¢4 und erhalten
1 2 0 -1
span{by, by, b3} =kernel [ 0 1 —1 0 | =span{(-1,1,1,1)}
0 2 0 =2

Setzen by := (—1,1,1,1). Bzgl. dieser Basis wirkt nun b als die Matrix

1 0 0 O
0 -1 0 0
(biy) = 0 0 -2 0
0 O 0 O
woran zu sehen ist dass sgn(b) = —1 ist. Ist vp = (v}, ..,v5) der Koordinatenvektor des Vektors v bzgl. der Basis B, dann

ist
q(v) = (vp)® — (vB)? — 2(v})”

Betrachten die Matrix

1 01 -1 1 2 0 -1
B looo0 1 . 0 -1 1 0
S=pMc)=1 ¢ 1 ¢ 1 kM) =8""=| ( _; g
0 0 1 1 0O 1 0 O
Somit ist
q(v) = (v1 +2vg — 1)4)2 — (v + 113)2 —2(—ve2 + v4)2
Aufgabe 03

Offensichtlich ist b # 0, d.h r € {1,2}. Es ist b(eq,e3) = 1 so dass wir setzen 1 := e3, y; := e3. Betrachten den Unterraum
U = span{z1,y2} und

-3 0 1 3 =2

1
U kerne1< 0 -1 0 —1 -1

) = Span{(*2/3, 717 Oa Oa 1)7 (17 71,07 17 O)a (1/Sa Oa 17070)}
Es ist 5
b((1,-1,0,1,0), (1/3,0,1,0,0)) = 3

Setzen also 3 1 3
To 1= (1,*1707170) , Y2 1= 3(1/330717070) = <570’ 5’O’O>



so dass gilt b(z2,y2) = 1. Suchen schlieflich ein z; € {x1,z2,y1,y2}", d.h betrachten

-3 0 1 3 =2

0O -1 0 -1 -1
5 0 0 —5 9 = span{(—1,-2/5,4/5,-3/5,1)}
0

0 0 -1 -3/5 =iz

kernel

Somit wirkt b bzgl. der Basis x1, 2, y1, Y2, 2 als die Matrix

0 0 100
0 0 010
(bij)=] -1 0 0 0 0
0 —1 0 0 0
0 0 00 0

woraus auch gleich abzulesen ist: rangb = 4.

Aufgabe 04
Sei A diese Matrix.

a)

b)

Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A, d.h dimkernel(A — AI), entspricht der Anzahl der Jordan Ké&stchen
(JK) dieses Eigenwertes.

Da A diagonalisierbar ist, ist das charakteristische Polynom p4 und somit auch das Minimalpolynom g4 als Produkt
linearer Faktoren schreibbar. Somit besteht das Minimalpolynom nur aus Faktoren (X — A)** wobei A ein Eigenwert
von A ist. Die Potenz k (d.h Vielfachheit von A als Nullstelle in p4) ist gleich der Grofe des groften JK mit dem
Eigenwert .

Kennt man die algebraische Vielfachheit jedes Eigenwertes A als Nullstelle von p4, so kennt man automatisch p4. Die
algebraische Vielfachheit von A ist jedoch gleich der Summe der Grofen der JK bzgl. A.



