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Aufgabe 01
Gegeben seien zwei triangulierbare Endomorphismen F,G : V → V des n-dimensionalen K-Vektorraumes V . Betrachten
folgende Methode zur Berechnung der Jordan-Form eines Endomorphismus F :

• Berechnen den Hauptraum Hλ(F ) der Dimension Nλ für jeden Eigenwert λ.

• Da (F − λI) in Hλ(F ) Nilpotent ist, kann dieser in eine direkte Summe von mλ zyklischen Unterräumen

Z(F−λI)(vλ1)⊕ · · · ⊕ Z(F−λI)(vλmλ)

zerlegt werden, mit

Z(A−λI)(vλi) = span
{
vλi, (F − λI)vλi, . . . , (F − λI)rλi−1vλi

}
, dimZ(F−λI)(vλi) =: rλi

• Setzen wir für jeden zyklischen Raum Z(F−λI)(vλi) im Hauptraum Hλ(F ) als Basis

b1 := (F − λI)rλi−1vλi, . . . , brλi−1 := (F − λI)vλi, brλi := vλi

so wirkt F bzgl. dieser Basis als die Jordan-Matrix

AJ = diag
(
Jrλ11(λ1), Jrλ12(λ1), . . . , JrλKmλK (λk)

)
wobei λ1, ..., λK die Eigenwerte des Endomorphismus sind.

Richtung ”⇒”

Sei AJ die für beide Endomorphismen F,G identische Jordan-Form. Dann gibt es eine bijektive Assoziation

Z(F−λI)(vλi)↔ Z(G−λI)(uλi)

zwischen den zyklischen Unterräumen bzgl. F undG so dass alle assoziierten zyklischen Unterräume Z(F−λI)(vλi), Z(G−λI)(uλi)
gleiche Dimension rλi haben. Betrachten den Unterraum

kernel(F − λI)m ≤ Hλ(F )

und einen beliebigen zyklischen Unterraum Z(F−λI)(vλi) ≤ Hλ(F ) der Dimension rλi. Für rλi ≤ m ist

(F − λI)mvλi = 0 → vλi, (F − λI)vλi, . . . , (F − λI)rλi−1vλi ∈ kernel(F − λI)m

Andernfalls ist für rλi > m

(F − λI)mvλi 6= 0 → vλi, (F − λI)vλi, . . . , (F − λI)rλi−1−mvλi /∈ kernel(F − λI)m

(F − λI)rλi−mvλi, . . . , (F − λI)rλi−1vλi ∈ kernel(F − λI)m
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Durch obere Betrachtung haben wir Mm
λ (von Nλ) Basisvektoren

b1, ..., bMm
λ

von Hλ(F ) gefunden, die auch in kernel(F − λI)m sind. Die restlichen

bMm
λ +1, ..., bNλ

sind nicht in kernel(F − λI)m. Doch das impliziert dim kernel(F − λI)m = Mm
λ (Beweis: siehe Anhang). Doch diese Zahl

Mm
λ hing nur von den Dimensionen der zyklischen Unterräume und nicht von den eigentlichen Räumen ab, so dass wir für

den Endomorphismus G genau das gleiche Mm
λ bekommen würden. Demnach ist

dim kernel(F − λI)m = dimkernel(G− λI)

Richtung ”⇐”

Seien F, F̃ zwei triangulierbare Endomorphismen, mit jeweils den Jordan-Matrizen A, Ã:

A = diag (Jr1(λ1), . . . , Jrm(λm))

Ã = diag
(
Jr̃1(λ̃1), . . . , Jr̃m̃(λ̃m̃)

)
Sei nun

dim kernel(F − λI)m = dimkernel(F̃ − λI)m ∀ m ≥ 1, ∀ λ ∈ K

Insbesondere ist also

dimHλ(F ) = dimHλ(F̃ ) ∀ λ ∈ K

dimEλ(F ) = dimEλ(F̃ ) ∀ λ ∈ K

weshalb die Anzahl der JK und die Summe deren Größen pro Eigenwert λ für beide Matrizen identisch ist. Somit können
wir bijektiv die JK pro Eigenwert der beiden Jordan-Matrizen assoziieren

Jri(λi)↔ Jr̃i(λi)

wobei die ri und r̃i pro Eigenwert o.B.d.A nach wachsendem Wert geordnet sind. Natürlich ist dann auch λ̃i = λi , m̃ = m.
Jedem JK Jri(λi) entspricht ein zyklischer Unterraum

Ui = Z(F−λiI)(vi) , dimUi = ri

Bemerke: Ist A ∼ Ã so ist auch ri = r̃i ∀ 1 ≤ i ≤ m.
Annahme: A � Ã, d.h es gibt ein (kleinstes) 1 ≤ k ≤ m für das rk 6= r̃k ist, o.B.d.A rk > r̃k. Betrachten die Unterräume

Krk
λk

:= kernel (F − λkI)rk , K̃rk
λk

:= kernel
(
F̃ − λkI

)rk
und ein beliebiges JK Jri(λi) , λi = λk dem der zyklischer Unterraum Ui := Z(F−λkI)(vi) entspricht. Ist ri ≤ rk, so ist

(F − λkI)rkvi = 0 → vi, (F − λkI)vi, . . . , (F − λkI)ri−1vi ∈ Krk
λk

d.h alle ri (zyklisch Konstruierten) Basiselemente von Ui sind in Krk
λk
.

Ist ri > rk, so ist

(F − λkI)ri−1vi 6= 0 ∧ (F − λkI)rivi = 0

→
{
(F − λkI)lvi ∈ Krk

λk
⇔ l ≥ ri − rk

}
d.h genau rk (zyklisch Erzeugte) Basiselemente von Ui sind in Krk

λk
. Einfach gesagt, sind genau min {ri, rk} zyklische Ba-

siselemente von Ui in Krk
λk
. Analoge Überlegungen gelten auch für K̃rk

λk
.
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Seien ll und lh jeweils das kleinste und das größte l so dass λl = λk ist (haben gesehen dass diese für beide Endomorphismen
gleich sind). Somit ist (analog zu Teil (a))

dimKrkλk = Anzahl der zyklischen Basiselemente in Krk
λk

=
k−1∑
i=ll

ri +
lh∑
i=k

rk

dim K̃rk
λk

= Anzahl der zyklischen Basiselemente in K̃rk
λk

=
k−1∑
i=ll

ri +
lh∑
i=k

min {r̃i, rk} <
k−1∑
i=ll

ri +
lh∑
i=k

rk = dimKrkλk

→ dimKrk
λk
6= dim K̃rk

λk

Haben also gezeigt
A � Ã ⇒ ∃ k ≥ 1 : dimKrk

λk
6= dim K̃rk

λk

Demnach folgt die Implikation
dimKm

λk
= dim K̃m

λk
∀ m ≥ 1 ⇒ A ∼ Ã

Aufgabe 02
Seien A,B ∈Mn(K) zwei Matrizen mit den Jordanschen Normalforen AJ , BJ , d.h

A ∼ AJ , B ∼ BJ

wobei ∼ die Ähnlichkeits-Äquivalenzrelation darstellt. Somit gilt wegen Transitivität:

AJ ∼ BJ ⇔ A ∼ B

Jedoch ist die Jordansche Normalform einer Matrix eindeutig, so dass AJ ∼ BJ äquivalent zur Aussage AJ ≡ BJ ist. Somit
folgt die Äquivalenz

AJ ≡ BJ ⇔ A ∼ B

a) Es gilt für beliebige m ≥ 1 , λ ∈ K

dim kernel(A− λI)m = n− rang(A− λI)m = n− rang [(A− λI)m]T = n− rang
[
(A− λI)T

]m
= n− rang

(
AT − λIT

)m
= n− rang

(
AT − λI

)m
= dimkernel(AT − λI)m

Somit sind nach Aufgabe (01) die Jordanschen Normalformen der Matrizen A,AT identisch und ferner A ∼ AT .

b) Variante:

• Betrachten zuerst das Jordan-Kästchen Jr(λ) ∈ Mr(K) das als Endomorphismus F bzgl. der Basis B = b1, ..., br
operiert:

Jr(λ) = BMB(F ) =


λ 1 . . . 0 0
0 λ . . . 0 0
...

. . .
...

0 0 . . . λ 1
0 0 . . . 0 λ


Dann operiert F bzgl. der Basis

B = β1, ..., βr

β1 := br, ..., βr := b1
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als die Matrix

BMB(F ) =


λ 0 . . . 0 0
1 λ . . . 0 0
...

. . .
...

0 0 . . . λ 0
0 0 . . . 1 λ

 = (Jr(λ))T

denn
F (β1) = F (br) = λbr + br−1 = λβ1 + β2, . . . , F (βr) = F (b1) = λb1 = λβr

• Betrachten nun einen beliebigen Endomorphismus mit der Jordan-Matrix

AJ = diag (Jr1(λ1), .., Jrm(λm)) ∈Mn(K)

bzgl. der Basis
B = b1, .., br1 , br1+1, .., br1+r2 , .., br1+r2+r3 , .., bn

Dann operiert F bzgl. der Basis

B = β1, .., βn

β1 := br1 , .., βr1 := b1

βr1+1 := br1+r2 , .., βr1+r2 := br1+1

...
βr1+..+rm−1+1 := bn, .., βn := br1+..+rm−1+1

als die Matrix

BMB(F ) = diag
(
(Jr1(λ1))

T
, . . . , (Jrm(λm))T

)
= diag (Jr1(λ1), .., Jrm(λm))T = (BMB(F ))T = (AJ)T

Somit ist für eine beliebige Jordan-Matrix AJ ∼ (AJ)T .

• Sei nun A ∈Mn(K) eine beliebige Matrix mit der Jordan-Form AJ , d.h

∃ T ∈Mn(K) : AJ = TAT−1

Dann ist wegen
(AJ)T =

(
TAT−1

)T
= TTAT

(
T−1

)T
= TTAT

(
TT
)−1

auch (AJ)T ∼ AT .
• Betrachten schließlich eine beliebige triangulierbare Matrix A. Diese ist ähnlich zu ihrer Jordan-Form AJ :

A ∼ AJ

Somit ist

A ∼ AJ ∼ (AJ)T ∼ AT

Aufgabe 03
Nennen

b1 =


0
1
2
0
1

 , b2 =


1
1
1
−1
0

 , v =


1
3
2
1
−1

 , b3 =


0
1
−1
2
−2


Es ist

b1 + b2 − v + b3 = 0 → W = span {b1, b2, b3}
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und somit dimW o = 2. Suchen also 2 linear unabhängige Vektoren a, b ∈ V ∗ mit

a(b1) = a(b2) = a(b3) = b(b1) = b(b2) = b(b3)

Setzen b1, b2, b3 zu einer Basis von V = R5 fort:

b4 =


1
0
0
0
0

 , b5 =


0
1
0
0
0


Setzen

a(b1) = a(b2) = a(b3) = 0 = b(b1) = b(b2) = b(b3) , a(b4) = 1 = b(b5) , a(b5) = b(b4) = 0

und setzen linear fort. Somit sind zwei Linearformen a, b definiert, mit a(W ) = b(W ) = 0. Diese sind linear unabhängig,
denn aus λa+ µb = 0 folgt:

λa(b4) + µb(b4) = a = 0 , λa(b5) + µb(b5) = b = 0

Somit bilden a, b eine Basis von W .

Aufgabe 04
Wählen eine beliebige Basis b1, .., b4 des V = R4 (z.B die kanonische Basis). Konstruieren damit eine neue Basis gemäß

c1 := b1 , c2 := b2 + b1 , c3 := b3 , c4 := b4

Doch für die Linearformen
b∗1(bi) =

{
1 : i = 1
0 : i 6= 1 , c∗1(ci) =

{
1 : i = 1
0 : i 6= 1

ist
c∗1(c2) = 0 6= 1 = b∗1(b2 + b1) = b∗1(c2)

und somit b∗1 6= c∗1.

Aufgabe 05
a) Der Vektorraum Pn ist ein n+ 1-dimensionaler Raum mit der Basis

bi(X) = Xi , i = 0, ..., n

Somit ist auch der Dualraum P ∗n n + 1 dimensional. Insbesondere ist P ∗2 3-dimensional, so dass es genügt die lineare
Unabhängigkeit der Vektoren ϕ1, ϕ0, ϕ2 ∈ P ∗2 zu zeigen. Sei also

α0ϕ0 + α1ϕ1 + α2ϕ2 = 0

Dann ist insbesondere

0 = α0ϕ0(X −X2) + α1ϕ1(X −X2) + α2ϕ2(X −X2) = −2α2 → α2 = 0

0 = α0ϕ0(1−X) + α1ϕ1(1−X) + α2ϕ2(1−X) = α0

0 = α0ϕ0(1) + α1ϕ1(1) + α2ϕ2(1) = α1

weshalb ϕ0, ϕ1, ϕ2 linear unabhängig sind und somit eine Basis von P ∗2 bilden.
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b) Suchen im Endeffekt Polynome p0, p1, p2 2. Grades so dass

δij = ϕi(pj) = pj(i) , i, j = 0, 1, 2

ist. Diese sind automatisch linear unabhängig (und somit eine Basis von P2) denn aus

2∑
i=0

αipi = 0

folgt

0 = ϕi

 2∑
j=0

αjpj

 =
∑
j=0

αjδij = ai

Es ergibt sich

p0(X) =
1
2
X2 − 3

2
X + 1 , p1(X) = −X2 + 2X , p2(X) =

1
2
X2 − 1

2
X

c) Verwenden als Basis für P ∗2 die Dualbasis zur Basis 1, X,X2. Untersuchen also was d∗ aus den Basisvektoren

(1∗), (X∗), (X2∗) ∈ P ∗2

macht: Sei f ∈ P3. Dann ist

d∗(1∗)(f) = (1∗) (f ′) ∼= (X∗)(f)

d∗(X∗)(f) = (X∗)(f ′) ∼= 2(X2∗)(f)

d∗(X2∗)(f) = (X2∗)(f ′) ∼= 3(X3∗)(f)

so dass sich die Matrix Ad∗ von d∗ ergibt

Ad∗ =


0 0 0
1 0 0
0 2 0
0 0 3



Anhang
Zwischensatz 01: Ist b1, ..., bn eine Basis des Vektorraumes V und U ≤ V ein Unterraum, mit

b1, .., bm ∈ U , bm+1, .., bn /∈ U

dann ist dimU = m.
Beweis:

b1, .., bm ∈ U → dimU ≥ m

U ∩ span {bm+1, .., bn} = {0} → dimU ⊕ span {bm+1, .., bn} = dimU + (n−m) ≤ n → dimU ≤ m

→ dimU = m
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