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Aufgabe 01

a)

e)

Die Aussage ist Wahr. Sei v € kernel F", d.h F"v = 0 und r > 1. Dann ist

Fr[Gv] = F'FGv=F""'GFv=F?FG)Fv=..=GFv=0 — Guv € kernel F"
0

und somit G(kernel F") C kernel F7. [

Die Aussage ist Falsch. Gegenbeispiel: G beliebiger Endomorphismus und U beliebiger Unterraum. Setzen F' = 0, so
ist FoG=GoF =0und U ist F invariant denn {0} = F(U) € U. Doch U und G waren beliebig, so dass U nicht
allgemein G invariant ist.

Diese Aussage ist Wahr. Seien py4 und p4 jeweils das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom von A. Da
A € M3(R) ist gradpa = 3. Wegen pa | pa ist also

pa=A-pa, AeER
Da ps und p a4 beide normiert sind, muss A = 1 sein, so dass folgt pa = pa. O

Diese Aussage ist Wahr. Sei u4 das Minimalpolynom und p4 das charakteristische Polynom der Matrix A. Es gilt:

palpa — gradpus <3
Annahme: grad pys < 2:
pa(X)=aX?>+bX +c — pa(A) =aA?+bA+cl =0

Die Matrix hat die Eigenwerte 0,1, —1 (Nullstellen des charakteristischen Polynoms p4). Wahlen also die Vektoren
v € Eo(A), v1 € E1(A), v-1 € E_1(A4) , vo,v1,v-1 # 0
und setzen ein:

0=pa(A)vy = a A%vg +b Avg +cvg — ¢=0
—_ =~
0 0

0=pa(Av; = aA?v; +bAvy = (a+bvy — a+b=0

0= pia(A)w_1 =aA*>v_1 —adv_; =a(-1)*v_y —a(-1)v_1 =2av_ 1 — a=b=0
Doch grad pi4 > 1 so dass dies ein Widerspruch ist! Somit ist grad 14 = 3 und nach der gleichen Argumentation wie in
(c) ist pa =pa. O
Diese Aussage ist Falsch. Gegenbeispiel: Sei F' ein Endomorphismus im R-Vektorraum V' mit der Matrix

0 0 0
sMp(F)=| 0 0 1
0 -1 0



Das charakteristische Polynom von F' ist gegeben durch
pr(X) = X(X*+1)

so dass F' als einzigen Eigenwert A = 0 besitzt. Doch F' ist nicht triangulierbar, denn p4 kann nicht als Produkt von
linearen Faktoren geschrieben werden!

f) Diese Aussage ist Falsch. Bezeichnen @ := (a + 12Z) und Fi» := Z/12Z mit den gleichen Regeln wie in friiheren
Ubungsserien eingefiihrt.
Gegenbeispiel: Sei n = 3. Dann gilt
(6 +12Z)(n + 12Z) = (6n + 12Z) = 18 + 12Z = 6 + 12Z # 0 + 12Z
Es gibt jedoch kein a € Z mit
(a+1272)(3 4+ 12Z) =1+ 12Z
Direktes Ausprobieren aller 12 Elemente von F15 = Z/127Z verifiziert dies! O
g) Diese Aussage ist Falsch. Denn das charakteristische Polynom jeder Matrix A € M,,(C) kann als Produkt von linearen
Faktoren geschrieben werden, so dass A immer triangulierbar ist.
h) Diese Aussage ist Wahr. Unabhingig vom unterliegenden Korper K, ist
(X-1)- X+1D)=X?’+X-X-1=X?—-1=pp(X)
d.h pr kann als Produkt von linearen Faktoren geschrieben werden. Somit ist F' triangulierbar.
Aufgabe 02
a) Sei F': V — V ein Endomorphismus des n-dimensionalen K-Vektorraumes V', und F™ | m > 1 habe den Eigenwert 0,
das heifft dim kernel F™™ > 1. Zu zeigen ist: dim kernel F' > 1, d.h 0 ist auch ein Eigenwert von F'.
Fall 1: m = 1. Dann sind wir fertig. Sei also m > 2.
Sei 0 # v € kernel F*. Also:
F'v=F [Fm_lv] =0 — F™ 'y € kernel F
Fall 2: F™~ 1y # 0. Dann sind wir fertig, denn 0 # F™ v € kernel F.
Fall 3: F™ 1y = 0. Dann gleiche Logik anwenden, diesmal fiir m — 1, bis Fall (1) oder (2) auftritt, dann fertig. [
b) Am einfachsten wire eine Matrix A € My(R) mit F;(A) = {0} fiir die A% die Identitétsabbildung wire. Ein Beispiel
ist die Rotationsmatrix A € SO(2):
A= ( ey T ERe ) € 50(2)
sing  cosgp
2 .
die jeden Vektor um den Winkel ¢ dreht. Fiir ¢ = ?W ist A% = I und somit F;(A) = R2.
Aufgabe 03

2)

Da zwei Zeilen gleich sind, ist det(A4) = 0 und somit rang A < 5, d.h dimimage A < 5. Somit ist nach der Dimensions-
formel fiir lineare Abbildungen dim kernel A > 1 weshalb A = 0 ein Eigenwert mit dem Eigenraum

Ep(A) = kernel A

ist. Durch Aufz&hlung der linear unabhéngigen Zeilen von A findet man raus: rang A = 3. Die geometrische Vielfachheit
des Eigenwerts 0 ergibt sich demnach als

dim image Ey(A) = dimkernel A = 5 — dimimage A = 5 —rang A = 2



b) Esist

-1 0 0 0 -1
0 0 0 0 O
A= -1 0 -1 -1 1
1 0 0 0 1
00 0 0 0

wobei sofort zu sehen ist
rang A> =2 — dimkernel A% =3

Ein Basis des Nullraums von A? ist sofort abzulesen, indem man 3 linear unabhingige Vektoren by, b3, by € kernel A2
sucht. Beispielsweise:

0 0 ~1
1 0 0
b= 0| .,bs=| 1 | ,0u=] 0
0 ~1 2
0 0 1

Bemerkung: Achten Sie nicht zu sehr auf die (anscheinend willkiirliche) Indizierung der Basisvektoren.
Es ist ferner

0o 0 1 1 =2
0 0 0 0 0
A =] -1 0 1 1 -3
0 0 -1 -1 2
0 0 0 0 0

woraus man auch wieder ablesen kann

rang A> =2 — dimkernel A*> = 3 = dim kernel A?
Somit ist kernel A2 gleich dem Hauptraum H4(0) von A bzgl. A = 0:

kernel A% = {v ER’:Im>1:(A—0I5)"v = O}

Dies wurde in Ubungsserie 05 - Zusatzaufgabe bewiesen. Doch die Dimension des Hauptraumes H 4 (0) ist identisch der
algebraischen Vielfachheit von A = 0, und diese ist genau 3.
Variante: Setzen by, by, b3 zu einer Basis von R® fort:

by

|
coocor
S
ot
|
—o oo o

und berechnen die Matrix pMp(F) des durch die Matrix A induzierten Endomorphismus F:

1/2 0 0 0 5/2
} 0 0 0 0 0
1/2 0 0 0 1/2
-1/2 0 0 0 -1/2
Deren charakteristisches Polynom p ; ist gegeben durch
X-1/2 0 0 —5/2
pi(X) = det (A~ XI5) = X - det __1}2 )0( 9 __1;’2 = X3 (X2+2)

1/2 0 0 X+1/2

woraus man sofort die Vielfachheit der Nullstelle X = 0 ablesen kann: diese betrégt, wie erwartet, genau 3.



c)

Dieser gesuchte kernel(F™) ist genau der Hauptraum Hp(0) zum Eigenwert A = 0. Wir haben gesehen dass
dim kernel F% = 3

ist. Ferner weis man

kernel F™ < Hp(0)

und dass die Dimension von Hg(0) gleich der algebraischen Vielfachheit des Eigenwerts A = 0 ist, also 3. Demnach ist
kernel F? = Hp(0)

und kernel F? ist somit genau dieser gesuchte Kern. Gleichzeitig ist also auch image F? dieses gesuchte Komplement.
Bemerkung: Da ferner dimkernel F'* = 2 < dim Hg(0) ist, ist m = 2 zugleich das kleinste die Bedingungen erfiillende
m € N.

Eine Basis fiir kernel F2 wurde bereits angegeben. Da dim image F2 = 2 ist, geniigt es zwei linear unabhingige Vektoren
c1,co € image F2? zu finden. Setzen als Versuch e, es in F? ein:

-1 0
0 0
c1:=F%(e))=| —1 o= F2ey) = | —1
1 0
0 0

und sehen dass ¢, ¢y € image F? linear unabhiingig sind, und somit eine Basis fiir image F'? bilden.

Suchen eine Basis B = by, .., b5, so dass

01000
00000
B:i=g Mg(F)=| 0 0 0 0 0
000 a b
000 ¢ d

ist. Da dim kernel F' = 2 ist, liegt es nahe eine Basis zu suchen, mit by, b3 € kernel F'. Dies bewirkt schon mal dass die 1.
und 3. Spalte von B identisch 0 sind. Ferner sollte F'(by) = by sein, so dass die 2. Spalte von B identisch ey ist. Suchen
jedoch noch 2 Basisvektoren by, b5 fiir die gilt:

F(by), F(bs) € span {bg, b5}

Mit anderen Worten spannen by, bs einen invarianten Unterraum auf. Angesichts dieser Uberlegungen, wenden wir uns
dem Ergebnis von Teil (c). Dort hatten wir zwei invariante Unterriume gefunden deren direkte Summe R® bildet:

kernel F? @ image F? = R®

Wahlen also by := ¢1,bs5 := ¢y (Basis von image F' 2) so dass die Voraussetzungen an by, bs automatisch erfiillt sind.
Ferner erlaubt uns die Tatsache
kernel F' < kernel F2

die Vektoren by, b3 € kernel F' so zu wihlen, dass auch by, by € kernel F? ist.
Eine Basis fiir kernel F' bekommt man z.B durch 16sen des linearen Gleichungssystems AZ = 0:

0 -1
0 0
bl = 1 5 b3 = 2
-1 0
0 1
Man sieht leicht dass fiir .
-1
b2 = 0
0
0

die Beziehung F(by) = by gilt und auch gliicklicherweise by € kernel F? ist! Somit spannen by,bs, b3 den gesamten
kernel 2 auf und bilden zusammen mit by, b5 eine Basis fiir R?, die die gewiinschte Bedingung erfiillt. [0



