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Aufgabe 01
Das charakteristische Polynom der Matrix A ist gegeben durch

pa(X) =det(XIy — A) = (X —1)- [X® —2X? +2X — 1]

q(X)

wobei nahe liegt dass wegen pa(A) = 0 hochst wahrscheinlich auch ¢(A) = 0 ist. Direktes Ausrechnen verifiziert diese
Vermutung! Es bleibt zu zeigen dass ¢ tatsdchlich minimales Polynom ist. Sei

r(X):=aX?+bX +c

ein Polynom 2. bzw. 1. Grades das in X = A verschwindet:

9 1 1 1 2 1 1 0 100 0
3 —2 -3 0 2 -1 -2 1 010 0
“l o 0o 1 0]l 0o 0o 1 0]Tl0oo0o10]7"
1 -1 -1 0 11 -1 1 000 1

wobei a,b,¢ € R sind. Durch Komponentenvergleich folgt a = b = ¢ = 0 was ein Widerspruch ist! Demnach ist ¢(X)
Minimalpolynom von A.

Aufgabe 02

Betrachten die Diagonalmatrix A = diag (A4, ..., A,) € M, (R) und suchen deren Minimalpolynom g4 € R[X]. Durch direktes
Ausrechnen und Induktion iiber k € Ny ergibt sich

A* = diag (Alf,...,Ai’) , keNy

Es ist also ein Vektor a = (ag, a1, -..,am) € R™ | m € Ny zu suchen, mit minimalem m, so dass

m m m
Zak - A = diag (Z akAlf, e Z akAfl> =0
k=0 k=0 k=0

Dies entspricht genau einem linearen Gleichungssystem mit m + 1 unbekannten ay, ..., a,, und n Gleichungen, geméafs
A[l) [P Ain ap
SRR N A

A0 L. A am

Am

Solange alle Spaltenvektoren ag, ..., &, von A, linear unabhingig sind, ist kernel(A) = {0} und somit notwendigerweise
a@ = 0. Sobald (fiir wachsendes m) die Spaltenvektoren linear abhingig werden, wird dim [kernel(A)] > 0 so dass es eine




nicht-triviale Losung fiir @ gibt. Genau dieses Gleichungssystem A,, - @ = 0 ist zu 16sen und so zu normieren, dass a,, = 1
ist.
Anders gesehen: Die Gleichung

entspricht genau der Gleichung

was genau dann eine nicht-triviale Losung hat, wenn (definitionsgeméf) &, .., &y, linear abhingig werden! Das Minimalpo-
lynom g4 ergibt sich schlieflich als

m
pa(X)=> apXx*
k=0

Spezialfall:
A =diag(1,3,0,1)

Berechnen die Spaltenvektoren von A, bis m = 3

1
g =
1
Ay 1
] = : = 3
Ay 1
A2 1
. 9
A3 1
A} 1
! 97
a3 = : = 0
A} 1

und sehen zum einen dass ay, a; und as zwar linear unabhéngig sind, jedoch ag, a1, g, a3 linear abhéngig sind, so dass sich
eine mogliche (hier: normierte) Losung ergibt als

a=1(0,3,-4,1) — pa(X)=X3-4X%+3X

Direktes Ausrechnen zeigt, dass p14(A) = 0 ist!

Aufgabe 03

Suchen im Grunde genommen eine Matrix A € M3(R) die die Gleichung
A+ A2 =247
erfiillt, bzw. deren Minimalpolynom. Eine Matrix A; mit dem Minimalpolynom

p(X) =X*—2Xx3 + X2



erfiillt obere Gleichung, denn
0= ,LLl(Al) = A4 — 2A3 + A2

Jedoch wire diese Matrix keine 3 x 3 Matrix, denn ihr charakteristisches Polynom, und demnach auch ihr Minimalpolynom,
wéren hochstens vom Grad 3!
Moglichkeiten wéren also Matrizen As, Az € M3(R) mit den Minimalpolynomen

po(X) = X3 —2X2 4+ X, us(X)=X?-2X +1
was eine Linksmultiplikation mit Ay bzw. A3 bestiitigt:

0= Ao po(Ag) = Ay - [A3 — 2A3 4+ Ap] = A5 — 2A3 + A3

0= A7 ps(As) = Az — 245 + A3

Bemerke: Die Matrizen Ay, A, diirfen nicht invertierbar sein, da sonst p1, uo keine Minimalpolynome wéren! Dies illustriert
folgendes Beispiel: Hitte eine invertierbare Matrix A das Minimalpolynom

w(X)=X*-2X?+X

so wiirde
p(X):=X?-2X +1

auch in X = A verschwinden, denn
p(A)=A2 —2A+T=A"1 pu(A) =0
——
0

Doch es wire gradp < grad p was ein Widerspruch wére!

e Fiir
ps(X)=X2-2X +1

machen wir den Ansatz

100
A= 01 0
a b ¢
und bekommen
0 0 0 1
A2 24+ 1= 0 0 0 =0 — c=1, a,b: belicbig

ac—a bc—b 2—2c+1
Wihlen a, b so dass es keine ag, a1 gibt mit a1 A + agl = 0 und (ag,a1) # (0,0). Dies ist z.B fir a = 1,b = 0 der Fall:
1 0 0
A= 01 0
1 0 1
e Fiir

po = X3 —2X2+ X

machen wir den Ansatz

a b 0
A= 0 1 0
0 0 ¢
und bekommen
a®—2a®>+a a%*b—bla+2) 0 '
A3 247 + A= 0 0 0 =0
0 0 -2 +¢

— a,c € {0,1}, b: beliebig



Wihlen a, b, c so, dass es keine ag,ay,as gibt mit agA% + a1 A + agl = 0 und (ag,a1,as) # (0,0,0). Dies ist z.B fiir
a=1,b=2c=1der Fall:

1 2 0
A=10 1 0
0 0 1

denn das System

ag+ a1 +as 2a1 + 4ag 0 \
as A% + a1 A + apl = 0 ap + a1 + as 0 =0
0 0 ap + a1 +az
besitzt keine nicht-trivialen Lésungen.
e Betrachten spasseshalber den allgemeineren Fall A € M, (R). Fiir
p =X —2x3% 4+ x?
machen wir den Ansatz
a 0 b O
¢c 0 0 O
A= 0 010
e 0 d O
und bekommen
At — 24 + A =
a® 0 bla+1)(a*+1) O a> 0 abla+1)+b 0 a> 0 bla+1) 0
ca® 0 abc(a+1)+cb 0 | 9 ca®> 0 befa+1) 0 L | ca 0 be 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 O 1 0
ea® 0 eabla+1)+eb+d 0 ea®> 0 ela+1)b+d 0 ea 0 eb+d O

— a € {0,1}, b,c,d, e : beliebig

Wiéhlen a, b, ¢, d so, dass es keine ao, .., az gibt mit azA3 + as A% + a1 A + agls = 0 und (ao, .., a3) # (0,0,0,0). Dies ist
zBflira=1,b=3,c=5,d=2,e =7 der Fall:

1030
50 0 0
A=10 01 0
70 2 0
denn das System
CL3A3 + a2A2 + a1 A+ agl
10 9 0 10 6 0 1030 100 0
5 0 30 0 5 0 15 0 500 0 0100 ]|:
=%l 00 1 0T 001 0| ™[ o0oo0o10|[T™] 0010
70 44 0 70 23 0 70 2 0 000 1

besitzt keine nicht-trivialen Losungen.

Aufgabe 04
Wenden den Euklidischen Algorithmus an und bekommen

X'+ X2 +1=X-(X*-1)+[X?+ X +1]

XP-1=(X-1)-(X?+X+1) - ggT (X' +X*°+1,X°-1)=X 12X +2



Aufgabe 05

e Zeigen:
VoeR": Av—2v € E3(A) N Av—3v € E3(A)

Beweis:

A —5A+61=0 — A[Av—2v] = [A® —24] v = [3A — 6]]v = 3[Av — 20]

AlAv —3v] = [A% — 34] v = [24 — 6]]v = 2 [Av — 30]
e Suchen: p, ¢ € R[X] mit:
(X =2)p+ (X -3)g=1
Beispiel:
p=1,q=-1
Somit ist insbesondere
(A—2Dp(A)+ (A—-3D)g(A) =1
e Zeigen:
VoeR": [Ap(A) — 2p(A)]v + [Ag(A) — 3¢(A)]v =0
Beweis:
[Ap(A) — 2p(A)] v + [Ag(A) — 3q(A)]v = [Ap(A) + Aq(A)] v + [-2p(A) — 3q(A)] v

I—-Ap(A)—Aq(A)

= [Ap(A) + Aq(A)]v +v — [Ap(A) + Ag(A)]v = v

e Beweis der Diagonalisierbarkeit: Eine Matrix A € M, (R) ist genau dann diagonalisierbar wenn es eine Basis
B :=by,...,b, € R" gibt, wobei by, ..., b, Eigenvektoren von A sind. Nehmen eine beliebige Basis ay, ..., a,, von R" (z.B
die Standardbasis), schreiben fir i = 1,..,n:

a; = [Ap(A) — 2p(A)] a; + [Aq(A) — 3q(A)] a;
= ﬁz S Eg(A) =: 6n+i € EQ(A)

und sehen dass B := f4,..., B2, ein (aus Eigenvektoren von A bestehendes) Erzeugendensystem von R™ ist, da es
insbesondere ein Erzeugendensystem der Basis a1, ..., a,, ist. Nach dem Satz tiber die Existenz von Basen (siche LAAGI)
lasst sich dieses (linear abhéngige) System B zu einer Basis B := by, ..., b, kiirzen, wobei B C B stets aus Eigenvektoren
von A besteht. [



