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Aufgabe 01
Wenden den Euklidischen Algorithmus an:

g=(X-2)f+(7X?* - X +3) — ggT(g,f) =geT (f,7X* - X +3)

X 22 X 17 X 17
=(=+=) (7x2-X = T(f,7X?*-X =ggT (7X? - X = —
f (7 +49) (7 +3)+<49 49> — ggT (f,7 +3) =gg (7 +3 5 49>
X 17 X 17 X 17
2— = 3 . . —_—— — 2— —_—— — = —_—— — =
7X? - X +3=(7°X +118-49) <49 49>+2009 — ggT (7X X +3, 10 49> ggT <49 o 2009) 1 O
Aufgabe 02

Zeigen zuerst, die Menge I, definiert durch
I:={a'hy +a’hy + a’h3 : a',a®,a® €EK[X]}, by := (X = B)(X —7), ha:= (X —)(X —a), hg:=(X —a)(X - )
ein Ideal ist:

figel — f=[hi, g=¢’h; — f+g=(fg)hiel
Seien f € I und g € K[X] beliebig: — fg=gf'h; € I

hi #0 — J0# fel
Somit existiert ein erzeugendes, minimales Polynom fy fiir I. Dies teilt insbesondere die Polynome hq, hs, h3:
hi = Xifo

und ist somit hochstens 2. Grades. Im Falle grad(fy) = 2 miissen die A; alles skalare sein. Durch Koeffizientenvergleich folgt
A; =1 (da fp normiert ist). Somit ist fo = hy = ho = hz was wegen a # 3 # v ein Widerspruch ist. Somit ist grad(fy) < 1:

fo(X) = a+bX € K[X]

Betrachten den Fall b # 0. Somit hat dieses Polynom genau eine Nullstelle bei X = —ab~!. Wegen f, | h; muss diese auch
Nullstelle von h; sein, d.h
XO € {677} A XO € {a77} A XO € {Oé,ﬁ}

da in einem Korper stets erfiillt ist: x,y # 0 < x -y # 0 weshalb h; genau die Nullstellen 3,~ hat usw. Doch da «, 3,7~
verschieden sind, ist obere Annahme falsch! Somit muss grad(fp) =1 < fp = 1 sein. Somit ist (aufgrund der Definition des
Erzeugers)

I'={g- fo:9€KX]} ={g:9eK[X]} = K[X]



Somit ist jedes Polynom g € K[X] auch g € I und somit darstellbar als
g =phi+qha+rhsy O

Aufgabe 03
Da h durch f und g teilbar ist, sind beide f, g # 0. Ferner gibt es a,b € K[X] so dass
h=af =bg
ist. Fiir beliebige f, g ist der Erzeuger gy € Iy 4 des Ideals
Iy ={af+8g:a,p € KX]}

gegeben durch go = ggT(f, g). In unserem Fall ist go = ggT(f, g) = 1 so dass es Polynome a, § € K[X] gibt mit 1 = a.f + (9.
Durch Multiplikation mit A ergibt sich

h=nh-1=haf+hBg=bgaf+afBg=(ba+aB) fg — fg|h O

Aufgabe 04
Betrachten den Fall n = 2 fiir eine beliebige Matrix A = (A4;;) € M3(K). Das charakteristische Polynom p4 ist gegeben durch

pa(X) =det (XIy — A) = (X — A11) - (X — Agg) — A19Ag = X? — (A11 + Ano) X + A11 A — A1 A
Eingesetzt X = A ergibt
pa(A) = A% — (A1 + Ag) A+ (A1 Ags — A1pAny) I

A3+ AipAsr ApAis 4+ ApAg A A A11Asy — Ao Aoy 0
= — (A11 + A22) - +
Az1 A1 + Az Agy Ao Ao + A3, Az Aap 0 A11A22 — A12A21
0 0
0 0

Das charakteristische Polynom
pa(X) =det (XI, — A) = > x(P) [[ [X6ip(i) — Aip(s)]
PeS, i=1
ist in dieser Form eigentlich nur fiir skalare Grofen X € K zu verstehen. Fiir Matrizen H € M, (K) ist es unter der Form
pa(H) = Z H Hoipiy — Aip(iy In]
PeS, 1=1
zu verstehen, d.h in der urspriinglichen Darstellung
det (H xI, — I+ A)

ist H *x I, formal als eine diagonale Anordnung der Matrix H zu deuten, geméaf

H ... 0 AL, ... A,

0O ... H AL, ... Apnly,

und nicht als Matrixmultiplikation H - I,.



Zusatzaufgabe:
Sei K ein Korper, R ein Ring mit 1 # 0 und f € K[X], X € R. Zeigen Sie:

fla)=0 & (X —a)|f

Bemerkung zur Schreibweise: (X —a) = (X —a-1), f(a) = f(a-1) wobei 1 € R ist.

Beweis: Aus (X —a) | f folgt trivialerweise f(a) = 0. Wollen jetzt die Umkehrung zeigen: Sei f(a) = 0.
Annahme: (X — a) teilt nicht f. Dies ist dquivalent zu: ggT(X — a, f) = 1 denn aus

ggT(X —a, f) #1

folgt
gel(X —a,f)=(X—-a) & (X—a)|f

Somit gibt es Polynome p, ¢ € K[X] so dass

pf+aX —a)=1
Doch somit ist

0=p(a) f(a) +q(a)- (a—a) =1
el ;

was ein Widerspruch ist. Demnach muss (X —a) | f gelten. O
Nebenfolgerung: Ein Polynom f € K[X] besitzt genau dann Nullstellen, wenn es durch einen linearen Faktor (X — a)
teilbar ist.



