Wie werden die VorIesungen/Ubungen organiziert?

» Einzige Anderung: die Hausaufgaben kdnnen zuzweit
abgegeben werden.

» Sonsts wie im Wintersemester:

» Sie miissen an den Ubungen regelmiBig und aktiv teilnehmen
» Mind. 60% der Punkte von der Hausaufgaben sammeln

1. Am fast jeden Montag wird ein Ubungsblatt mit in der regel
vier Aufgaben in Netz gestellt (CAJ, bitte unter

http://caj.informatik.uni-jena.de/ sich anmelden).
2. Heute kommen die erste Hausaufgaben.

3. Sie miissen die Aufgaben losen und vor der darauffolgenden
Montagsvorlesung abgeben

4. Dieses Mal ist die Regel ,,vor der Vorlesung" streng.

» in der Woche 16.06-22.06 Schreiben wir eine Probe-Klausur

(Freiwillig, bis zum 20 % der Hausaufgabenpunkten)
» Sie bekommen 2 Bonusblattern.

» Sie miissen die Modul-Anmeldungen ausdriicken, ausfiillen,
und im Priifungsamt (Physik-Studenten: mir) abgeben



Es gibt 2 oder 3 Ubungsgruppen:

1. Mi 8-10. (Dr. Uta Freiberg)
2. Do 8-10. (Dr. Konrad Schébel)
» Nach Bedarf gibt es noch eine Ubungsgruppe.

Verteilung in die Ubungsgruppen findet morgen statt (weil die
Anzahl von Ubungsgruppen von Anzahl von Teilnehmern abhingt).



Was werden wir zuerst lehrnen?

» Grunglagen der Algebra und mathematischen Logik
(Korpererweiterungen, kardinalitdten, Paradoxen).

» Jordan-Normalformen (verallgemeinerung von
Diagonalizierung).



Korper — Wiederholung

Korper (Def. 13 und 16, LAAG 1) ist die Menge mit zwei
innerverkniipfungen (KK, +, -) mit der folgenden Eigenschaften:

(R1) (K,+) ist eine abel'sche Gruppe, deren neutrales Element werden
wir O bezeichen;

(R2) die Multiplikation ,,-" ist assoziativ und kommutativ.

(R3) es gilt das Distributivgesetz, d. h. fiir alle a, b, c € K ist
a-(b+c)=a-b+a-c.

(K4) (K\ {0}, ) eine (abelsche) Gruppe ist.

Unterkorper ist eine nichtleere Teilmenge K’ der Korper, die eine
Untergruppe bzgl. ,,+" ist, und sodass K’ \ {0} eine Untergruppe bzgl.

ISt.

Bemerkung 0 € K’, weil K’ eine Untergruppe bzgl. + ist, und deswegen
das neutrale Element enthalten muB.

Bemerkung. Aus Def. 4/ Satz 5 LAAG | folgt, dass die Verkniipfungen
,+“ und ,,-" auf K’ wohldefiniert sind, und dass die Teilmengen K’ und
K"\ {0} Gruppen bzgl. ,+" bzw. ,,-“ sind. Deswegen ist ein Unterkorper
auch ein Korper.



Korpererweiterung

Zwei Korper (Ky, +1,-1) und (Kz, +2, 2) sind isomorph, falls es
eine Bijektion ¢ : K;i — K5 gibt, die die Verkniipfungen erhalt:
P(x-1y) = d(x) 2 d(y), d(x +1y) = &(x) +2 ¢(y).

Def. 1 Korper H heiBit eine Korpererweiterung von einem Korper
K, falls es einen Unterkorper H' C H gibt, der zu K isomorph ist.

(In der Regel wird K bereits ein Unterkorper von H sein; in dem
Fall wird Isomorphismus die Identitetsabbildung.)

Bsp. C ist eine Korpererweiterung von R.
Bsp. R ist eine Korpererweiterung von Q.



Wicht. Bsp. Quadratrische Korpererweiterung von Q.
Sei s € Q>¢ sodass /s € Q (Z.B. s =2).

Setze Q(\/s) :={x+y+/s| x,y € Q} CR.
Lemma 1 Q(./s) ist eine Korpererweiterung von Q.
Beweis. Offensichtlich ist Q C Q(4/s). Nach Def. 1 miissen wir zeigen,

dass Q(+/s) ein Korper ist.

Es genugend z.z. (s. Bemerkung oben), dass Q(+/s) ein Unterkorper von
R. Wir miissen zeigen, dass Q(+/s) und Q(+/s) \ {0} Untegruppen von Q

ist, d.h., Q(+/s) abgeschlossen bzgl. ,+" , ,,-", und invertieren ist.
Addition: x; + y1v/s + x2 + yo/s = x1 + x2 + (y1 + y2) V/S.
\,—J \ ~- /
xeQ yeQ

Invertieren bzgl. ,+": x + y/s + (—x — y/s) = 0.

Multiplikation: (4 +y1v5) - (2 + y2v5) = X1 + Y18 + (e + xen) Vs

xeQ yeQ

Invertieren bzgl. ,,-":

(X =+ y\/g) ) 2 _Xyzs T2 _yyzs\ﬁ (X+y\/_)(;/< sy\/_) = 1. L]

N

cQ cQ
Bemerkung Fiir x 4+ y+/s # 0 ist der Nenner x2 — y?s # 0, weil sonst

X, = s ist, also /s = |X| € Q, was Voraussetzungen widerspricht.



In Beweis von Lemma 1 kann man Q mit jedem Unterkorper K C R
(oder sogar K C C) ersetzen (die Zahl s erfiillt dann die Bedienung
Vs € K). Beweis wird buchstablich wiederholt. Also gilt:

Lemma 1’ Sei K eine Unterkdrper von R (bzw. C), und s € K mit
Vs € K. Dann ist die Menge K(/s) :={x+ y+v/s | x,y € K} CR (bzw.
C C) auch eine Unterkdrper von R (bzw. C).

Dieser Unterkorper heiBBt eine quadratische Erweiterung von K.

Bsp. C = R(y/—1). Tatsachlich, jede Zahl z € C kann man in der Form

X + -1 darstellen.
~—~ \)i./



Endliche Korpererweiterungen

Lemma 2 Sei K’ eine Unterkorper der Korper (K, -+, ). Dann ist
(K, +, ) ein K'-Vektorraum.

(Diese Aussage war in Blatt 8 LAAG I).

Beweis. (K', +, -) ist ein Korper; (K, +) ist eine abelsche Gruppe. Wir
missen die Axiomen (V1 — V4) nachweisen: fiir \, u € K’ und v,u € K
soll

(V1) Apv) = (Ap)v  (=: Apv) <= Assoziativitdt von K bzgl. ,,-".
(V2) (A + p)v = (Av) + (uv) <= (R3) ( das Distributivgesetz)
(V3) A(v+ w) = (A\v) + (Aw) < (R3) ( das Distributivgesetz)

(V4) 1v = v weil Einselement der Untergruppe auch Einselement der
Gruppe ist. ]

Eine Korpererweiterung K’ C K heiBt endlich, falls die Dimension von
(K, +, -) ein endlichdimensionaler K’-Vektorraumist.

Bsp. Q(4/s) ist eine endliche Erweiterung von Q (weil jedes Element die
Form x 4+ y - v/s hat, also die Menge {1,+/s} ist erzeugend.)

Bsp. C ist eine endliche Erweiterung von R, weil die Menge {1, i}
erzeugend ist.z 1

Satz 1. R ist keine endliche Erweiterune von ().



Exkurs: Machtigkeit (Ordnung) einer Menge

Def. 2 Seien A, B Mengen. Wir sagen, dass A hochstens gleichmachtig
als B ist, falls es eine injektive Abbildung f : A — B gibt. Screibweise:
Al < |B|.  Wir sagen, dass A und B gleichmiachtig sind, falls |A| >| B|
und |B| > |A| ist. Schreibweise: |A| = |B|.

Bsp. Die Mengen A, B seien endlich, |A| := a, |B| := b. Dann gilt:

Al > |B| <= a> b, folglich |A|=|B| <= a=b.

Bemerkung. Gibt es eine Bijektion f : A — B, so gilt: |A| = |B|.
Beweis. f ist bijektiv, deswegen injektiv, deswegen |A| < |B|. Da f
bijektiv ist, gibt es eine inverse Abbldung g : B — A, die auch bijektiv
(folglich injektiv) ist; also |A| > |B|. [
Bsp. 1 :={x € R |0 < x <1} ist gleichmachtig mit

L ={xeR|0<x<2}.
>
Tatsachlich, die Abbildung f : x — 2 - x ist eine Bijektion zwischen /; und
.

Bsp. |Z| = |[N|.  Beweis. Die Abildung f : N — Z

F(n) = { (n—1)/2 falls n ungerade ist

—n/2 falls n gerade ist Ist eine Bijektion



Ein kurioses Beispiel

Hilberts Hotel (Hilbert: #<™% 1862 —1943) besteht aus

unendlich viel Zimmer (mi’E natiirlichen Zahlen nummeriert), die
leider alle belegt sind. Es kommen aber noch unendlich viele Gaste

(auch mit natiirlichen Zahlen durchnummeriert). Kann man Sie
unterbringen, ohne die Zimmern doppelt belegt sind?

Antwort: Ja!
Den Gast aus Zimmer k geht in das Zimmer 2k

Der Neugekommene mit Nummer k geht in das Zimmer 2k — 1.

Keine Doppelbelegung: die alte Gueste sind jetzt in Zimmern mit
geraden Nummern, die neue in in Zimmern mit ungeraden
Nummern. Alle sind untergebracht.



Wicht. Bsp. |N| = |N x N].

Beweis: Die injektive Abbildung N — N x N ist einfach zu finden:
— (1, n).

Wir konstruieren eine injektive Abbildung f : N x N — N.

Sei p, die n—te Primzahl. Z.B., p1 =2, po =3, p3 =5, ps =17.

Wir definieren f : N x N — N, f(n,m) = p/.

Die Abbildung ist injektiv: ist f(n,m) = f(n’,m’), soist pm = p”

folglich pn, = p” (mod p,)

folglich p =0 (mod p,),

was unmoglich ist, weil Z,, ein Korper ist und p,y Z0 (mod p,) ist

[]



Daraus folgt insbesonderem, dass |[N| = |Q].
In der Tat, |Q| >| N|, weil die Abbildung / : N — Q, /(n) = n eine
Injektion ist.

Um zu zeigen, dass |Q| < |N|, benutzen wir die Abbildung
fog:Q — N, wobei
f die injektive Abbildung : N — N x N aus dem Wicht. Bsp. ist,
und g : Q — N x N ist die folgende injektive Abbildung:

(Ipl:1ql)  falls p/qg >0
5019 = (2 el fak gy <o NN
(Wir nehmen an, dass p und g Teilfremd sind. )
Da die Verkettung von injektiven Abbildungen injektiv ist, ist
fog:Q — N auch injektiv, folglich @ < N. Dann |Q| = |N|. [



Satz 2. Zwei Mengen A, B sind genau dann gleichmachtig, wenn es eine
Bijektion h: A — B gibt.

Beweis. < ist trivial (und ist bereits oben bewiesen; wir wiederholen
den Beweis): h ist injektiv; deswegen |A| <| B|. Die inverse Abbildung
h—! ist auch eine Bijektion, folglich injektiv, folglich |A| > |B|.



Es gelte jetzt |A| = |B|, und zwar seien f: A— Bund g: B — A
injektiv. Wir definieren jetzt eine Abbildung h: A — B wie folgt:Sei

A1 = A\ Bild;(B) und dann rekursiv A,+1 = Bildgor(An). Sei
C=U,>1An

*Ist a € C, so setze h(a) = f(a).

*Ist a & C, so folgt insbesondere a € Bildy(B), wir kdnnen somit

h(a) = g~1(a) setzen.

Diese Abbildung h ist injektiv: Es gelte h(a;) = h(az) fiir zwei Elemente
ai,a» € A.

*lIst a1 € C und a> € C, so ergibt sich mit

a, = g(h(az)) = g(h(a1)) = g(f(a1)) € Ant1 ein Widerspruch.

* Der Fall a, € C und a; € C ist ebenso ausgeschlossen.

*Ist a1 € C und a; € C, so folgt f(a1) = h(a1) = h(ax) = f(a2), also
dy = an.

* Ist weder a1 € C und a, ¢ C, so folgt a3 = g(h(a1)) = g(h(az)) = as.
Die Abbildung ist aber auch surjektiv: Sei b € B beliebig.

*Ist g(b) € A, fiir ein n > 1 p, so folgt nach Definition von A;, dass
sogar n > 1 gilt.Folglich ist g(b) = g(f(a)) fiir ein a € A,_1 und

h(a) = f(a) = b.

* Ansonsten gilt h(g(b)) = g~ *(g(b)) = b.

Folglich ist h: A — B eine Bijektion, []



Folgerung. [N x ... xN|=N.

k Stuck

Beweis fiir kK = 3. Wir haben in Wicht. Bsp. gezeigt, dass |N x N| = N.
N——

Nach Satz 2 gibt es dann eine Bijektion ¢ : N x N — N. Wir konstruieren
eine Bijektion ® : N x N x N — N. Wir setzen

d(ny, no, n3) := @(p(n1, n2), n3) € N.

® ist injektiv: gilt ®(nq, np, n3) = ®(my, my, m3), so ist

o(p(n1, n2), n3) = ¢(Pp(m1, my), m3). Da ¢ bijektiv ist, folgt daraus, dass
o(n1, n) = ¢(m1, my) und n3 = m3. Da ¢ bijektiv ist, folgt aus

o(n1, n2) = ¢(my, my) dass ng = my und ny = my. Also, @ ist injektiv.

® ist surjektiv: Es sei n € N. Da ¢ surjektiv ist, gibt es ny, n, mit

®(n1, n2) = n. Da Da ¢ surjektiv ist, gibt es my, my mit .
Dann ist ®(my, my, n2) = &( , n2) = ¢(n1, n2) = n. ]
Bemerkung: Beweis fiir beliebiges k erfolgt nach Induktion (im Beweis
fiir k = 3 haben wir praktisch Induktionsschritt gemacht).



Def. 3 Wir sagen, dass A machtige als B ist, falls |[A| > |B]|, aber
|A| # |B|. Schreibweise: |A| > |B|.

Sei A eine Menge. Die Menge aller Teilmengen von A wird 2%
bezeichnet und Potenzmenge heil3en.

Bsp. Fir A= g ist 24 = {2} # @.

Bsp. Sei A= {1,2}. Dann ist 2 = {&, {1}, {2}, {1,2}}.
Sei A={0,1,2}. Dann ist

24 = {.{0}. {1}.{2}.{0,1},{1.2}.{0.2}.{0. 1.2} }.
Bemerkung. Sei A endlich. Dann gilt: [24] = 24,

Beweis. Angenommen A = {0,....,n} (d.h. |A| =n+1).
Wir ordnen jeder Teilmenge A’ die folgende binire Zahl
1 fallsie A

XpXp—_1...0 ZU. O] = { 0 falls j QA/ .

Z.B. {1,2} — 1105.

{0,2} — 1015.

Diese Abbildung (von 24 nach binire Zahlen aus héchstens n + 1
Ziffern) ist injektiv und surjektiv. Dann ist

24| = #{Bin#re Zahlen von 0 bis 1\’_1/} = 2n+l

n+1



Satz 3 Fiir eine beliebige Menge A gilt: |A] < |24].

Beweis. Es sind die folgenden beiden Aussagen zu zeigen:

(i) Es gibt eine Injektion f : A — 24 (daraus folgt, dass |A| < [24])
(ii) Es gibt keine Bijektion zwischen A und 2# (gibt es eine

Injektion von 2 nach A, so gibt es nach Satz 2 eine Bijektion
zwischen A und 24))

(i) offensichtlich: die Abbildung f : a+— {a} leistet das Verlangte.

(i) Angenommen, irgendeine Abbildung f : A — 24 wire bijektiv.

Dies wird nun zum Widerspruch gefiihrt.

Die Teilmenge M C A wird definiert als M:={ac A|a ¢ f(a)}.

Da f bijektiv und deswegen surjektiv ist, und da M € 24 ist, hat

M ein Element a € A mit f(a) = M. Nun gilt:

ac M—a ¢ f(a) a ¢ M.

(Die erste Aquivalenz beinhaltet die Definition von M, die zweite
benutzt nur die Urbildeigenschaft.)

Damit ist der gewiinschte Widerspruch vorhanden. []



Satz 4 2| = |R|.

Beweis. Z.z.: (i) Es gibt eine injektive Abbildung f : R — 29,

Da [N| = |Q], ist |2 = |29|. Deswegen geniigend es eine injektive
Abbildung f : R — 292 zu konstruieren.

(i) Es gibt eine injektive Abbildung g : 28 — R.

(i): Konstruktion von f: Man kann jede Zahl a € R in der dezimalen

Form schreiben: a = ajai_1...00, 0_1x_»... = Z,_:Oko a; - 10', wobei
Q€ {0, ce 9}.
/.B. ist

m =3.14159... =3+1/10+4/100 + 1/1000 + 5/10000 4 9/100000 + ....
Falls nur endlich viele «; von Null verschieden sind, ist die Zahl rational.
Wir ordnen den Zahl a = ooy _1...c0, a_1a_5..., die folgende Teilmenge
von Q zu:{oy - 105, a1 - 10571, . ag, a1 - 1071, L)

Die Abbildung ist offensichtlich injektiv. Also, [29| > |R|.

(ii) Konstruktion von g : Man ordne der Teilmenge A=1{...a;...} CN
die Zahl »_.107% zu.

Z.B., falls A={1,3}, dann ist g(A) = 0,101. Die Abbildung ist
offensichtlich injektiv. Dann |29| < |R|, folglich [29| = |R|. ]



Beweis vom Satz 1

Satz 1. R ist keine endliche Erweiterung von Q.

Beweis. Laut Definition, ist jede endliche Kérpererweiterung K von QQ
ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber Q. Dann ist er zu Q¥
isomorph. Dann gibt es eine Bijektion zwischen QX und K.

Wir haben jedoch gezeigt, dass es keine Bijektion zwischen QX und R
gibt. In der Tat,

|Q| gesterngewiesen ‘N‘ . ‘2@| Sat:Z 2 |2N| Sat:z 4 |R| )

e = R[] >
Satz 3
29| < )

Nach Definition von “>" gibt es keine Bijektion zwischen R und Q.




Komplexifizierung von R-Vektorraumen

Komplexifizierung ist eine Operation, die einem R- Vektorraum einen C-
Vektorraum zuordnet, der sehr dhnliche Eigenschaften hat.

Es sei (V,+,-) ein R-Vektorraum.

Wir konstruieren ein C-Vektorraum V.

Die Menge: Ve :={u—+i-v| u,v € V} der formalen Ausdrucken der
Form u+i-v (also ist V x V als die Menge).

Verkniipfungen:

+:VexVe— Ve, (u+i-vi)+(uwa+i-wv)=(u+uw)+(wvt+w)-i
o . CxVe— Ve, (a+8-1)-(u+i-v)= (ozu—ﬁv)—k(ozv—kﬁuz-i.

\ . 4 \ .
"

eV cV

Bsp. (a+08-)(u+0-i)=au+ fu-i
Bsp. a(lu+v-i)=au+av-i.



Aussage. (V¢,+,:) ist ein C—Vektorraum.

Beweis. Direkt nach Definition: man muss die Axiomen (V1 —
V4) iiberpriifen. ]



Basis und Dimension der Komplexifizierten Vekrotrraum

Sei (b1, ..., by) eine Basis von V. Dann ist (by +0-i,...., b, +0- i) eine
Basis in V. Daraus folgt, dass Dim(V) = Dim(V¢).

Tatsachlich, die Vektoren (b; + 0-iyo,bpy+0- i) sind linear unabhingig:
|st

0+O i=(ar+B1- )by +0-1)+ ...+ (cn+ By i)(by +0- ), so ist
0+0i=(caby+ Bibr i)+ ...+ (anbn + Babn - i).

Die letzte Gleichung ist dquivalent zu den folgenden zwei Gleichungen:
6: a1by + ... + a,b, (*)

Gzﬁlbl—l—...—l—ﬁnbn (>l<>l<)

Wir sehen, dass die beide Gleichungen die Gleichungen in V sind; da

(b, ..., bp) eine Basis in V ist, sind a; = 3; = 0 folglich a+3-i =10
folglich die Menge {by +0-i,..., b, + 0 - i} ist linear unabhingig.

Die Menge ist auch erzeugend: wir betrachten einen Vektor

u+v-i € Ve. Da u bzw. v Vektoren aus V sind, kann man sie als
Linearkombinationen von Basisvektoren darstellen:

u=aiby+...+ayb,, v=01bi + ...+ Bpb,. Dann ist
u+v-i=(a1+01- ) (b1 +0-))+...4 (an+ By i)(by+0-i). Also, die
Menge ist linear unabhangig und erzeugend folglich ist

(by + 0-i,....;b,+0- i) eine Basis.



Komplexifizierung von linearen Abbildungen

Sei f : V — W eine lineare Abbildung von R— Vektorraum V nach R—
Vektorraum W.

Frage: Kann man die Abbildung f linear auf Vi verlangern? Gibt es eine
Abbildung fc sodass fe(u+0-7) = f(u)+0-i7?

Antwort: Ja!

Die folgende Abbildung fc : Vo — We: fo(u+ v - i) = f(u) + f(v) - i hat
offensichtlich diese Eigenschaft (weil £(0) = 0), und ist linear:
fc(u+vi-i+wm4va-i)=Ffup+w)+fvi+w)-i=

f(ul) -+ f(UQ) + (f(Vl) + f(VQ)) = f@(ul + vy - I) + f@(Uz + v - I)
Ahnlich bzgl. Multiplizieren mit Skalaren.



Sei A die Matrix der Abbildung f bzgl. Basen (by, ..., b,) in V und
(Cl,...Cm) in W.

Frage: Welche Matrix hat die Abbildung Fc bzgl. der Basen

(by +0-i,...; by +0-7)in Vound (c; +0-/,...c;y +0-7) in W 7
Antwort: Dieselbe Matrix A.

Beweis. Die j-te Spalte der Matrix fc ist der Koordinatenvektor von
A1+ pp i

fc(b;j) in der Basis ¢;, also die Zahlen ( ) sodass

Am + pm i

fo(bj+0-1) =\ +p1-i)(ca+0-1)+ ...+ Am A ttm - )(cm+0-7) (%)
Die Gleichung () ist dquivalent zu zwei Gleichungen:
0=pmc+...+ pumc,, — alle u; =0.

Weil Hp =

f(bj) 2 =0 ACL+ ... + ApCry.

Aber diese Gleichung hat nur eine Losung, und zwar die Eintrage der
Jj—te Spalte der Matrix von f sind die Losung. Also, die Matrizen von fc
und von f sind gleich.



Vi sein die komplexifizierung des R—Vektorraums V. Dann heiB3t
die Abbildung u+ v - i +— u — v - i konjugieren, und wird wie
ibliche Konjugation mit ,,quer” oben bezeichnet
u+v-i:=u—v-i. Ferner gilt:
U+v-i=u+v-i<v=0.

Rechnenregeln fiir Konjugieren:
> fe(u+v-i)=fec(u—v-i).
> (a+F3-i)(u+v-i)=(a—0-)(u—v-i).

(Beweis: nachrechnen)




Anwendung von Komplexifizierung

Satz b Seif:V — V ein Endomorphismus von n—dimensionalen

R— Vektorraum V. Angenommen, die Komplexifizierung fc von f ist
diagonalisierbar (als Endomorphismus von C-Vektorraum V.) Dann gibt
es ein Basis B in V' sodass die Matrix von f die folgende Form hat

( A1 \

“ - O . wobei [3; # 0 ist.

—B1 o

aOm 5m

\ —Bm Om )
(k oder m konnen auch gleich 0 sein. Selbstverstandlich gilt
2-m+ k =dim(V).)

Bemerkung. Beweis enthalt auch einen Algorithmus, wie man die Basis
finden kann.

Bemerkung. In LAAG | hatten wir zwei Diagonalisierbarkeitkriterien,
Satze 55, 58.



Exkurs: Haupsatz der Algebra

Warum ist C oft besser als R? Weil in C der Haupsatz der Algebra
gilt.

Hauptsatz der Algebra (Beweis in Analysis — Vorlesungen
oder in Funktionentheorie) Jedes P € C[x] mit Grad(P) > 1 hat
mind. eine Nulstelle

Bsp. In R[x] ist die Aussage falsch: z.B. x? 4 1 hat keine Nulstell
in R. (wenn wir das Polynom als Polynom {iber Komplexe
koeffizienten auffassen, hat das Polynom die Nullstellen x; =i,

Xy = —1. )



Folgerung A Jedes P € C|x], P # 0,kann man in lineare Faktoren
zehrlegen (d.h. in der Form P = a(x — x1)(x — x2)...(x — X)
schreiben,wobei a, x; € C sind). Diese Zerlegung ist eindeutig bis zum
umstellen von Faktoren.

Beweis Existenz: Sei P ein Polynom des Grades n > 1. Nach Hauptsatz
der Algebra hat er eine Nulstelle x;. Nach Lemma 6 ist dann

P = (x — x1)g, wobei Grad(g) = Grad(P) — 1.Ist Grad(g) = 0, so ist

g = a € C,und wir sind fertig. Sonst hat g eine Nulstelle x>, und
deswegen (Lemma 6) ist g = (x — x2)h, wobei

Grad(h) = Grad(g) — 1 = Grad(P) — 2,also P = (x — x1)(x — x2)h,
U.S.W. Nach n Schritte bekommen wir P = a(x — x1)...(x — x,).
Eindeutigkeit Induktion nach n. |.A. ist trivial: hat P Grad 0,so ist

P = a = b,also a = b. |.V.: Angenommen, jedes Polynom des Grades

n — 1 kann man Eindeutig in der Form P = a(x — x1)(x — x2)...(x — x,)
darstellen. |.S. Z.z.: die Eindeutigkeit gilt auch fiir Polynome des Grades
n. Sei P=a(x — x1)...(x — xp) = b(x — y1)...(x — y,), wobei a #£ 0 # b.
Da x; eine Nulstelle des Polynoms a(x — xq)...(x — x») = b(x — y1)...(x — ya) ISt,ist
b(x1 — y1)(x1 — y2)-.-(x1 — yn) = 0, Und deswegen ist ein von y; gleich x;. OBdA ist
y1 = x1. Dividieren des Polynoms durch (x — x;) gibt

a(x —x2)...(x — xn) = b(x — y»)...(x — yn)- Nach I.V. ist a = b und die
Faktoren (x — x;) sind die Faktoren (x — y;) (i > 2), moglicherweise in
andere Reihenfolge. []



Ist P € R[x], soist P € C[x], weil R C C.

Folgerung B Jedes P € R[x], Grad(P) > 0, kann man in Produkt von
lineare und quadratrischen Faktoren g; € R[x] zerlegen: P := g18...8m,
wobei Grad(g;) € {1,2}.

Hilfsaussage. Es sei P =] , axx* € R[x] C C[x]. Dann gilt fiir jedes
z € C: P(Z) = P(z) (wobei z komplexe Konjugation ist)
Wiederholung: Fiir z=a+ ib ist z = a — ib.

Wir erinnern zunachst an folgende Eigenschaften komplexer Zahlen:
21+ 20 =21 +2p, Z1 20 = Z1 - 2p.

(Konjugieren ist ein Autoisomorphismus des Korpers C)

Deswegen ist zK = Z* fiir alle k € N. Damit erhalten wir wegen ax € R
P.(z) =anz"+ ap_ 12" 14+ -+ a1z+ag =

anz"+ap_1z" 4 arz+ag = a2+ ap_ 12" - da1z+ag = Pu(2).
Hilfsaussage ist bewiesen. Daraus folgt insbesondere, daB fiir ein

P € R[x] C C[x] zusammen mit P,(c) = 0 stets auch P,(c) = 0 gilt.
Damit ist eine Nullstelle von P, entweder reell oder die zu ihr komplex

konjugierte Zahl ist ebenfalls eine Nullstelle.



Ziel: Satz 5 zu beweisen

Satz b Seif:V — V ein Endomorphismus von n—dimensionalen
R— Vektorraum V. Angenommen, die komplexifizierung fc von f ist
diagonalisierbar (als Endomorphismus von C-Vektorraum V.) Dann gibt
es ein Basis B in V' sodass die Matrix von f die folgende Form hat

(

A1

\

a1

B1

a1l

Om

—Bm

Bm

aOm

)

/

, wobei 3; # 0 ist.

(k oder m konnen auch gleich 0 sein. Selbstverstandlich gilt
2-m+ k =dim(V).)
Bemerkung. In LAAG | hatten wir zwei Diagonalisierbarkeitkriterien,

Satze 55, 58. Mit Hilfe von diesen Kriterien kann man entscheiden, ob
eine Matrix A € Mat(n, n,R) C Mat(n, n, C) diagonalisierbar ist.



Wir benutzen: Haupsatz der Algebra

Hauptsatz der Algebra (Beweis in Analysis — Vorlesungen
oder in Funktionentheorie) Jedes P € C[x] mit Grad(P) > 1 hat
mind. eine Nulstelle

Folgerung A Jedes P € C[x], P # 0,kann man in lineare Faktoren
zehrlegen (d.h. in der Form P = a(x — x1)(x — x2)...(x — x,)
schreiben,wobei a, x; € C sind). Diese Zerlegung ist eindeutig bis
zum umstellen von Faktoren.

Folgerung B JedesP € R[x], Grad(P) > 0, kann man in
Produkt von lineare und quadratrischen Faktorghe R[x]
zerlegen:P .= g1g»...gm, Wobei Grad(g;) € {1, 2}.



Beweis von Folgerung B

Hilfsaussage — letztes Mal bewiesen Es sei
P=>"7_,akx" € R[x] C C[x]. Dann gilt fiir jedes z € C: P(Z) = P(z)
(wobei z komplexe Konjugation ist)

Daraus folgt insbesondere, daB fiir ein P € R[x] C C[x]| zusammen mit
P,(c) = 0 stets auch P,(c) = 0 gilt. Damit ist eine Nullstelle von P,
entweder reell oder die zu ihr komplex konjugierte Zahl ist ebenfalls eine
Nullstelle.



Folgerung B Jedes P € R[x], Grad(P) > 0, kann man in Produkt von
lineare und quadratrischen Faktoren g; € R[x] zerlegen: P := g18...8m,
wobei Grad(g;) € {1,2}.

Beweis — Vorsetzung: Es sei nun c = a+ i3 mit a, 3 € R eine
Nullstelle von P,. Dann ist

(x—)x—F) =(x—a—iB)x—a+if)=(x—aP+82 =2 +Ax+B (%)

mit A= —2a € R, B = a? + 3% € R. Wir dividieren P durch x — ¢ und
durch x — C, und erhalten wegen (x) die Darstellung
P,=(x—¢c)(x—C)Qn_2 = (x* + Ax + B)Q,_>.

Da sowohl P, als auch x* + Ax + B ausschlieBlich reelle Koeffizienten
besitzen, hat auch Q,_> nur reelle Koeffizienten. Also 1aBt sich die
Prozedur wiederholen. Nach endlich viel Schritten bekommen wir
P:=g1g...8m Qn_2m,, wobei g1, ..., gn, quadratische Polynome € R|[x]
sind, und @ hat nur reelle Nullstelle. Nach Folgerung A kann man
Qn—2m, in Form a(x — x1)...(x — x,_2m, ) schreiben, wobei a,x; € R. [

Bemerkung. OBdA haben die quadratische Polynome aus Folgerung B
keine reellen Nullstellen.

Beweis. Falls ein quadratisches Polynom g € R[x]| aus der Zerlegung
f = gi...gm eine reelle Nullstelle ¢ € R hat, dann ist nach Lemma 27

Vorl. Fricke LAAG | g = (x — ¢)f. Da Grad(g) = Grad(f)+1 =2, ist f
jedenfalls ein lineares Polynom. []



Folgerung C Die Vielfachheit einer nichtreellen Nullstelle o + (3 - i eines
Polynoms P € R[x] ist gleich die Vielfachheit der konjugierten Nullstelle

a—(3-1.

Beweis. Ist o + 3 - i eine Nullstelle eines quadratischen Polynoms

g €R[x],soista+ 3-i=a—3-idie zweite Nullstelle von g. Also,
jedes quadratisches g aus der Zerlegung von P gibt uns zwei konjugierten
Nullstellen. (]




Beweis von Satz 5

Zuerst als Beispieldhren wir Beweis in Dim 2 durch.

Wir betrachten das charakteristische Polynorg. vom Endomorphimus
fc. Da die Matrix vonfc gleich die Matrix vonf ist, ist R¢. = N¢, und
deswegen sind die Kéezienten des charakteristisches Polynoms reell.
Deswegen sind alle Nulstellen vor. reell (in dem Fall istf bereitsuber
R diagonalisierbar nach Satz 58 LAAG I), oder h&t. einen Eigenwert

a+ G-imit 3 Z0.



Sei u+ v - i ein Eigenvektor zu o + (3 - i. Wir zeigen: u — v - i ist auch ein
Eigenvektor zu a — (3 - /.

In der Tat,

f@(u . i) Rechenregeln f@(u Ty i) _ (a 3. i)(u . i) Rechenregeln
(a—p3-i)(u—v-i).

Da die Vektoren u — v -7 und u—+ v - i Eigenvektoren mit verschiedenen
Eigenwerten sind, sind sie linear unabhangig und bilden deswegen eine
Basis.

Dann bilden die Vektoren v+ 0-i und v+ 0 -/ = auch eine Basis in Ve
(weil Anzahl der Vektoren gleich die Dimension des Raums ist, und die
Menge ist erzeugend). Dann ist (u, v) eine Basis in V.

Offensichtlich gilt: u+0-/i = u+v-itu—v-i),

v+0-i= —é(u—l—v-i—(u—v-i)),

Wir rechnen jetzt die Matrix der Abbildung fc in der Basis.
fe(u+0-1)=fe(R(utv-itu—v-i)) &=

Weil Eigenvektoren

fe(u+v-i)+ Sfe(u—v-i) =
%(oz—l—ﬂ-i)(u—l—v-i)—l—%(a—ﬁ-i)(u—v-i):ozu—ﬁv+6-i.
f@(u+6-i) AnélogovarﬁquG-i.

Dann ist die Matrix von f¢ gleich (_O‘B g) wie im Satz 5.




Beweis fiir eine beliebige Dimension n

Wir suchen eine Basis sodass die Matrix von f wie im Satz 5 ist.

Wiederholung: Satz 54 LAAG |: Eine Matrix ist diagonalisierbar <= es
gibt eine Basis, die nur aus Eigenvektoren besteht.

Angenommen ist fc diagonalisierbar. Seien Ay, ..., As die reelle
Eigenwerten von fc.

Wir zeigen: geor.(\;) = geor(A;). Sei A die Matrix von f (und deswegen

auch von f¢.
Definition . 1ste Dimensionsformel
geOf()\,') — dlm(Kernf_Al.,,d) —
. . .~ Weil die Matrix von fr auch A ist
n — dlm(B//df_A,./d):n — I’k(A — )\,' . I) = ¢
geor. ().

Dann gibt es reelle linear unabhingige Eigenvektoren b}, ..., b;/gf()\i) Zu
Ai. (Offensichtlich ist algr(A;) = alge.(N;)).



Jetzt betrachten wir die komplexen Eigenwerte von fc. Da das Polynom
Ne, = Np € R[x], gilt:

Fiir jeden Eigenwert a4+ 3 -iist a+ (3 -1 =a — (3 -1 auch ein Eigenwert
(Hilfsaussage zu Folgerung B).

Angenommen, a1 + 1 -1, a1 — B1 -0y e, Oy + B - 1, 0 — B - 1 sind die
komplexe Eigenwerten. Hier stets 3; # 0.

S_eien up + vy, ..., Ualgy, (act58) + Valgy, (ot 54) ° / linear unabhangige
Eigenvektoren zum Eigenwert a4+ 3 - 1. Dann gilt:

(i) die Vektoren

up+vi-l=up—vy-i,...,

Ua/gf(c(oz+5éi) + Va/gf(C (a+p&) I = Ualgfc(a+5éi) + Va/gfc (a+B4&) I sind
Eigenvektoren zuaa— 3 -i=a+ 3 -1I.

(ii) Diese Eigenvektoren sind ebenfalls linear unabhangig (und deswegen
bilden eine Basis in Eig,_34).



) Rechenregeln
/

(i): wie in Dim 2: fec(u — v - fec(u+v-i)=

(Ck—|—/6 I)(U—|—V ) Recheiregeln (a—ﬁ I)(U— V-I).

(ii): Angenommen,

(461 —vi- i)+ .4 (v + 0k - i)(uk — v - i) =0+ 0-i. Wir
konjugieren die beiden Seiten:

(v +01-i)(ur —vi-i)+ oo+ (Y + 0k - 1) (uk — v - i) Reciefegeln
(71—51-1')(U1—|—V1 )—|— ‘l‘(’)/k—(sk )(Uk—l—Vk ) 0+0-/=
0+4+0-i

Da die Vektoren u; + v; - i linear unabhangig sind, sind die Koeffiziente
’7j—5j'i:0f0|g|iCh ’}/j—|—5j°i:0.

Jetzt betrachten wir das Tupel

1 5 . 1 > . 5 = . 5 5. 1 1 . 1 1 .
(b1 +0-1,..., balgf(k,-) +0-i,.., by +0-1i,.. balgf(/\,') +0-d, up +vy i, Ualgr(cq+B1 i) + Valgr (g +81-1)
Basis in Eigy, (f) Basis in Eigy(f) Basis in Eigf(a1 + B1 - 1)
1 1 . 1 1 .
Ul — V1 sy, ua/gf(a]_'i'ﬁ]_’) — Valgf(a1+,81/) sy ... )

Ny -
~

Basis in Eign, — g, .i(f)
Die Vektoren sind linear unabhangig, weil die Vektoren aus verschiedenen
Eigenraumen nach Satz 53 LAAG | linear unabhangig sind, und weil sie in
jedem Eigenraum eine Basis bilden und deswegen auch linear unabhangig
sind. Dann bilden sie eine Basis in V.



Jetzt konnen wir die Basis konstruieren, sodass die Matrix von A wie im
Satz 5 ist: wir betrachten das Tupel

1 1 S S
( b17""ba/gf(>\i) [ bl’”"balgf(ki) ’

Nau — N —y
"~ ~

Basis in Eigy, (f) Basis in Eigy(f)
ul, vl ut v
1> VY19 - algal—l-ﬁl-i(f)’ alga1+51_i(f) y eeey

N v
—

reelle und imaginere Anteil von Basisvektoren in Eiga1+51_,-

m . m m m
u |4 ey u v .
127> ’ algo&m‘i—ﬁm'l’(f), a/gOém‘FBm"'(f))

Anzahl Elementen im Tupel ist gleich

Folgerung A
algx, + ... + algx, + 2alga,+p,.i + ... +2alga, +3,-i R

Die (komplexifizierung) von Vektoren sind erzeugen in V¢: man kann mit
deren Hilfe die Basiselemente von komplexen Basis erzeugen:
ui4+0-i+i-(vi+0-))=uj+vi-i

und deswegen auch alle Vektoren von V.

Dann ist das Tupel eine Basis in V.



| ass uns die Matrix von f in der Basis ausrechnen:

f(bj) = A\jbj, da die Vektoren b; aus der Basis Eigenvektoren sind,
folglich ist der Koordinatenvektor von f(b;) = e;};, folglich ist die
Jj—te Spalten der Matrix wie im Satz.

f(u) = %f@(u; + Vit ui—vi-i)=

% (fc(uj 4+ vi- i)+ fe(up —vi- i) =

L (i + B Dui + vi - i) + (i = Bi - D)ui — vy - i) ETT

aju; — Biv;. Dann ist die entsprechende Spalte der Matrix wie im
Satz. Analog:

f(vi) = —5fcui+vi-i— (ui—vi-i)) =

—5 (fc(ui +vi- i) — fc(ui —vi - i) =

— 4 (i + Bi - i) uj+ vi - 1) = (@i = Bi - ) (ui — vi - 7)) Ausrecumen

a;Vv; + B;u;. Dann ist die entsprechende Spalte der Matrix wie im
Satz. []



Anwendung von Korpererweiterung: konstruktionen mit

Zirkel und Lineal:

Frage: (Euklid) Welche geometrischen Objekten sind allein mit Zirkel
und Lineal konstruierbar?

Wir definieren den Begriff ,, konstruierbar” durch die folgenden
Festlegungen: (Was darf man machen?)

(a) Die Gerade durch zwei gegebene verschiedene Punkte ist
konstruierbar. (b) Der Kreis um einen gegebenen Punkt dessen Radius
gleich Abstand zwischen zwei gegebenen Punkten ist konstruierbar.(c)
Der Schnittpunkt von zwei sich schneidenden Geraden, (d) die
Schnittpunkte eines gegebenen Kreises und einer den Kreis schneidenden
gegebenen Geraden, (e) Die Schnittpunkte von zwei sich schneidenden
gegebenen Kreisen sind konstruierbar.

Geometrische Gebilde (wie z.B. Punkte, Geraden, Strecken, Kreise,
Dreiecke, Polygone,) die jeweils durch eine endliche Punktmenge
festgelegt werden kénnen, wollen wir voriibergehend als , Objekte”
bezeichnen. Wir sagen dann, das Objekt a sei bei Vorgabe der Objekte
ai,...,ax konstruierbar, wenn es Objekte ax1,...,a, = a gibt, so dass
a; bei Vorgabe der Objekte aj,...,a;_1 konstruierbar ist fur
Jj=k+1,...,n



Grundkonstruktionen aus der Schule:

Mittelpunkt einer gegebene Strecke ist konstruierbar.

_______

Wir haben mehr gemacht wir haben die Gerade konstruiert, die zur
gegebenen Strecke orthogonal ist. Deswegen ist

» die Senkrechte in einem gegebenen Punkt einer gegebenen Geraden
konstruierbar.

» Projektion eines Punktes auf einer Gerade ist konstruierbar.



Winkelhalbierende eines gegebenen Winkels ist

konstruierbar.




An einem gegebenen Strahl ist vom Anfangspunkt aus der

Winkel abzutragen, der die gleiche GroBe hat wie ein
gegebener Winkel.

gegebenen Geraden parallel ist, ist konstruierbar.



An einem gegebenen Strahl ist vom Anfangspunkt aus der
Winkel abzutragen, der die gleiche GroBe hat wie ein
gegebener Winkel.

Ahnlich, eine Gerade durch einen gegebenen Punkt, die zu einer
gegebenen Geraden parallel ist, ist konstruierbar.



Konstruierbare Zahlen

Def. 4 Die Zahl a € R heiBt konstruierbar, wenn bei gegebener Strecke
der Lange 1 eine Strecke der Ldnge |a| konstruierbar ist.

Satz 6. Sind die Zahlen a, b € R konstruierbar, so auch die Zahlen
a+ b,a— b,ab,a/b (falls b#0), +/a (fallsa>0).

Beweis. Seien Strecken der Langen 1, a, b gegeben. Die Konstruktion
von Strecken der Langen a4+ b und a — b ist trivial. Die Konstruktion
von Strecken der Langen a/b und ab |aBt sich an den folgenden
ahnlichen Dreiecken ablesen:

b a
Solches dhliches Dreieck ist konstruierbar, weil eine Gerade durch einen

gegebenen Punkt, die zu einer gegebenen Geraden parallel ist, ist

konstruierbar.



Kostruktion von +/a

Konstruire die Strecke AB der
Lange a+ 1.

Konstruire den Kreis von Radius
(a+1)/2 um dem Mittelpunkt der
Strecke.

Konstruire die Gerade durch C,
die orthogonal zu AB ist. Sei D
ein Schnittpunkt der Geraden mit
dem Kreis
Die Lange von CD ist /a. Tat- e |
sachlich, der Winkel ADB ist 7.
(Wird auf der nachsten Folie er-
klart)

Nach Pythagoras ist

IAD|>  + |BDJ? |AB|?
x>+a* + x*+1 (a+1)2

Dann x? = a, also x = /a []



Z.Z. Im Dreieck auf dem Bild ist der Winkel gleich /2.

Beweis. Betrachte die Vektoren a, b wie auf dem Bild. Wir zeigen, dass

(3+ b,3— b) = 0. Wegen Bilinearitit und Symmetrie, ist
\_{—/ \_{—/
<5_|— 5,5— B> — <37 5> + <Bv 3> N <37 B> _<E> B> — <37 3> N <Ba B> —

\ .

N

=0, Symmetrie

la]> — |b|? = 0. Dann ist arccos ( A5, 7) ) = arccos(0) = 2 ]

|ul v] 2"



Def. 5 Wir sagen, dass ein Unterkorper K C R eine iterierte
quadratische Erweiterung von Q ist, falls es eine endliche Folge
von quadratischen Erweiterungen

Ko, K1 = Ko(\/a), Ko = Kl(\/§), L Ky = Kk—l(ﬁ) C R gibt,
sodass Ko = Q und K, = K.

Folgerung Liegt a € R in einer iterierten quadratischen
Erweiterung von QQ, so ist a konstruierbar.

Beweis: Hausaufgabe.



Satz 7. Eine Zahl a € R ist genau dann konstruierbar, wenn a enthalten
Ist in einer iterierten quadratischen Erweiterung von Q.

Bemerkung Ist die Zahl a konstruierbar, so ist bei gegebener Strecke
AB eine Strecke der Lange |a| - |AB| auch konstruierbar.

Beweis: ,,<=" ist Folgerung aus Satz 6 und |lhre Hausaufgabe. Wir
beweisen in ,,=—". Wir werden die Konstruktionsschritte (a)—(e) in

Standard-Koordinaten (;) auf (R2,( , )) nachvollziehen.

Es genligt zu zeigen: Sind p1, ..., p, Punkte, deren Koordinaten in einem
Korper K C R liegen, und ist der Punkt p konstruierbar aus p1,..., pn,
so liegen die Koordinaten von p in einer iterierten quadratischen

Erweiterung von K.
Tatsachlich, oBdA sind (g) und ((1)) die Eckpunkte der gegebenen Strecke

der Lange 1. Deren Koordinaten liegen also in Q. Falls die Aussage oben
richtig ist, liegen die Koordianten jedes konstruierbaren Punkts in einer
iterierten quadratischen Erweiterung von Q. Dann ist die Lange jeder
konstruierbaren Strecke gleich

iter. quadr.

SX]_ — XQ)i + S_y]_ — yQ)i €  Erweiterung .

von Q

N

quadr. Erweiterung von Q quadr. Erweiterung von Q

\ in einer iter. in einer iter.



Es geniigt nachzupriifen, dass:

(i)

Y2—xn

Gy = {(;3) + S(X4 _X3>,wobei ser}, wobei x;, y; € K, in einer

Ya — Y3
iterierten quadratischen Erweiterung von K liegen.

Schnittpunkt der Geraden G; 1= {(;i) + t(x2 _X1>,wobei t ek} und

Schnittpunkte der Geraden G; 1= {(;1) + t(x2 _Xl),wobei t ek} und

Y2 —n
des Kreises um (;8) dessen Radius gleich Abstand zwischen (ﬁ)
und (;3) wobei Xx;, y; € K, in einer iterierten quadratischen
Erweiterung von K liegen.

Schnittpunkte des Kreises um xp, dessen Radius gleich Abstand
zwischen (;i) und (;;) ist, mit der Kreis um x}, dessen Radius

gleich Abstand zwischen (;i) und (;é) ist,in einer iterierten
1 2

quadratischen Erweiterung von K liegen.



(i)

Falls die Gerade Gy = {(}) + t(}2=}1), wobei r e =} und

Y2—n

Go :={(33) +5(3 732), wovei s e v}, nicht parallel sind, ist der

Ya — y3

Schnittpunkt die Losungsmenge des Systems (auf s, t)

{ X1+ t(x2 — x1) = x3 + s(x4 — x3)
nttlz—y1)=ys+slya—ys) ’

dessen Matrixform
(xz —x1 —(xgq — X3)) <t> _ <X3 — X1> it
2=y —(ya—ys)) \s y3 =y
Da die Gerade nichtparallel sind, ist die Koeffizientenmatrix des
Systems nichtausgeartet, also ist die Losung

(5) -

G 65 05 - e ey (058 9SG
Y2 —n —\W4 — ¥3

Wir sehen, dass die Koordinaten des Schnittpunkts in K liegen.



(ii)

Betrachte den Kreis um (;8) mit Radius r = \/(xa — x3)2 + (va — y3)2.

Da (x4 — x3)% + (y4 — y3)? € K, liegt r in einer quadratischen
Erweiterung von K (in K oder in K(1/(xs — x3)2 + (ya — y3)?)).
Der Schnittpunkt der Geraden G := {(;1) + t(x2 _Xl),wobei t e R} mit dem

Y2—n

Kreis ist der Punkt der Form (E)Jr t (X2 _X1>, der auf dem Kreis liegt, i.e.

Y2 —n

(Xo — X1 — t(Xz — X1))2 + ()/0 — Y1 — t()/2 — )/1))2 =r°.

Dies ist eine quadratische Gleichung at® + bt + ¢ = 0 auf t, deren
Koeffizienten a, b, ¢ Elemente von K oder K(r) sind.

Deren Losungen sind t4 = —g + \/(g) — ac. Sie liegen in einem

iterierten quadratischen Erweiterung von K.
Die Schnittpunkte der Geraden G; und des Kreises sind die Punkte (;1)4—

ty (;; :;1) Deren Koordinaten liegen in einem iterierten quadratischen

Erweiterung von K.



Den Kreis um (2) (bzw. um (;g) ) dessen Radius gleich Abstands r
zwischen (X1> und (;;) (bzw. Abstands r’ zwischen (le) und (Xé)) Ist, ist

Y1
die Losungsmenge der Systems

(x —x0)*+(y —y)*—r* =0,
(x— 2+ (v — yj)2 — 2 =0.

Y1 Y2

Subtraktion ergibt
2 2
2x(x0 = xg) +2y(yo — yo) + (r* =5 —¥5) = (r"* —x" =y ') = 0.

Da wir 0.B.d.A. (x0, o) # (X}, ¥5) annehmen kdnnen, kénnen wir y durch
x (oder x durch y) ausdriicken, dies in eine der Kreisgleichungen
einsetzen und dann die entstehende quadratische Gleichung losen. In
jedem Fall sind, um die Koordinaten der konstruierten Punkte aus den
Koordinaten der gegebenen Punkte zu berechnen, nur rationale
Operationen und das Ziehen einer Quadratwurzel erforderlich. Daraus
liegen Sie in einer iterierten quadratischen Erweiterung von K. []



Nichtkonstruierbarkeuit.

Wir werden

1. Ummoglichkeit von 3 klassischen Konstruktionsproblemen
besprechen:

» die Dreiteilung des Winkels beweisen,
» die Verdoppelung des Wiirfels (Delisches Problem) beweisen
» und die Quadratur des Kreises (nur besprechen),

2. Unmoglichkeit von konstruieren von 7—Eck und 9—Eck
beweisen.



Vorbereitungsatze

Frage Wie beweist man, dass eine Zahl nicht in einem iterierten
quadratischen Erweiterung von Q liegt?

Def. 6 Eine kubische Gleichung x> + Ix* + mx + n = 0 heiBt
irreduzibel, wenn die Koeffizienten |, m, n rational sind, aber keine
Losung der Gleichung rational ist.

Satz 8 Ist die Zahl x Losung einer irreduziblen kubischen Gleichung

x>+ Ix?* + mx+n=0, (1)

so liegt x nicht in einer iterierten quadratischen Erweiterung von Q.
Def. vor dem Beweis Liegt y in einem Kérper, der durch
k-malige quadratische Erweiterung aus (Q entsteht, so sagen wir, y

sei auf dem Niveau k.
Bsp. 1/2 ist auf dem Niveau 0, 14 +/3 ist auf dem Niveau 1.



Widerspuchsbeweis. Angenommen, eine Losung der Gleichung (1) lage
In einer iterierten quadratischen Erweiterung von Q. Sei x; die Losung
von (1), die auf dem kleinstem Niveau k ist. Da x; ¢ Q, ist k > 1.Es gilt
also x; = a + by/s mit geeigneten Zahlen a, b, s auf dem Niveau k — 1.

Wir setzen dies in (1) ein und erhalten
(a + bv/5)> + I(a + by/5)* + m(a + by/3) + n =
(a3 + 3ab%s + a°l + b%sl + ma + n) + Vs = 0.

. v . v
— —

A auf dem Niveau k — 1 auf dem Niveau kK — 1

Ist A#£ 0 # B, so ist v/s auf dem Niveau kK — 1 (weil /s = —A/B ist,
und nach deswegen nach Satz 6 auf dem Niveau k — 1 liegen muss), also
ist x; nach Satz 6 auf dem Niveau k — 1, was Voraussetzungen
widerspricht. Dann ist A= B = 0, und deswegen x, := a — by/s auch
eine Nullstelle der Gleichung (1), denn es ist

X5 + IX? 4+ mxo + n

= (a’ +3ab®s + a*l + b’sl + ma + n) — Vs = 0.

Nach Satzgruppe von Viéta ist die Summe der drei Nullstellen von (1)
gleich —/, also ist —/ — 2a ebenfalls eine Nullstelle. Sie ist auf dem
Niveau kK — 1. Das ist ein Widerspruch. []

Folgerung Um zu beweisen, dass eine Zahl nichtkonstruirbar ist, konnen
wir zeigen, dass die Zahl eine Nullstelle einer irreduziblen kubischen
Gleichung ist.



Satz 9 Sei x> + Ix? + mx + n = 0 eine kubische Gleichung sodass
[,m,n € Z. Dann gilt:

Diese Gleichung ist g.d. irreduzibel,wenn sie keine ganzzahlige
Losung hat.

Beweis. ,—" ist offensichtlich: ist die Gleichung irreduzibel, so
sind nach Def. 6 die Losungen irrational.

Widerspuchbeweis in ,,<—* Angenommen, die Gleichung ist
nicht irreduzibel, obwohl keine Losungen ganzahlig ist. Dann gibt
es eine rationale Losung x = r/s, wobei r,s € Z. OBdA ist
ggT(r,s) = 1. Einsetzen in die Gleichung ergibt

r3 = —s(Ir® + smr + ns?). Ist |s| > 1, so hat s einen Primfaktor p.
Dieser muss auch Primfaktor von r3 sein, und damit von r, ein
Widerspruch. Also ist s = 1 und daher x ganzzahlige Losung, im
Widerspruch zur Voraussetzung. []



Dreiteilung des Winkels

Problem: Kann man einen beliebige gegebene Winkel mit Zirkel
und Lineal dreiteilen?

Antwort: Nein.

Ware die Winkeldreiteilung mit Zirkel und Lineal losbar,so ware
insbesondere der Winkel /9 konstruierbar, damit ware cos(7/9)
konstruierbar. Wegen der ldentitat

cos 30 = cos 20 cosf — sin 20 sin 6§ =

(2cos?0 — 1)cosf — 2sin” § cos = 4 cos®> § — 3 cos 6

und wegen cos 7 = 1/2 geniigt die Zahl ¢ = 2cos 5 der Gleichung

3 -3c-1=0.

Diese Gleichung hat keine ganzzahligen Losungen(denn jede
Losung x erfiillt x(x? —3) = 1,aber x = %1 ist keine Lésung).Nach
Satz 9 ist dann die Gleichung irreduzibel,und deswegen nach Satz
8 ist die Zahl cos(7/9) nicht konstruierbar. Die Unlosbarkeit der
Winkeldreiteilung ist damit gezeigt.Zugleich ist mit diesem Beweis
gezeigt, daBB das regulare 9-Eck nicht konstruierbar ist.



Verdoppelung des Wiirfels (Delisches Problem)

(Konstruktion eines Wiirfels mit dem doppelten Volumen eines
vorgegebenen Wiirfels)

Der Sage nach wurde die Stadt Delos einmal von einer Seuche
heimgesucht. Die Bewohner befragten ein Orakel und erhielten den Rat,
einen ihrer Altare zu verdoppeln. Plato interpretierte den Orakelspruch so,
dass der wiirfelférmige Altar durch einen Wiirfel mit doppeltem Volumen
ersetzt werden sollte. Er erklarte, Gott wolle die Griechen beschamen,
weil sie das Studium der Mathematik vernachlassigt hatten. Daher ist die
Verdopplung des Wiirfels auch als ,,Delisches Problem™ bekannt.

Ware es |osbar, so konnte man aus einer Strecke der Lange 1 eine
Strecke der Linge v/2 konstruieren. Nach Satz 6 liegt dann v/2 in einer
iterierten quadratischen Erweiterung von Q. Da v/2 eine Losung der
kubischen Gleichung

x> —2=0

und diese nach Satz 9 irreduzibel ist,ist das ein Widerspruch zu Satz 8.



Quadratur des Kreises (ohne Beweis)

Aufgabe: Mit Lineal und Zirkel aus einem gegebenen Kreis ein
Quadrat mit demselben Flacheninhalt zu konstruieren.

Satz (Lindemann 1882) Das ist unméglich

Beweisidee: Wir miissen zeigen,dalB die Zahl 7 in keiner iterierten
quadratischen Erweiterung von Q liegt. Dies folgt daraus,

» daB 7 transzendent ist (=nullstelle von keinem Polynom mit
rationellen Koeffizienten),

» jede konstruierbare Zahl algebraisch (=nicht tranzendent) ist.

Mit diesem Nachweis wurde das Problem der Quadratur des
Kreises endgiiltig erledigt. Wir werden diese Aussage nicht
beweisen. Sie diirfen sie trotsdem selbstverstandlcih u.a. in
Hausaufgaben benutzen.

Beweis der Tranzendenz von 7/Quadratur des Kreises (von Rudolf

FrltSC h ) http://www.minet.uni-jena.de/ matveev/Lehre/LAQ7 /tranzendens-von-pi.pdf



Konstruierbarkeit von regularen n-Ecken

(Regulares = alle Seiten und alle Winkel sind gleich)

Frage Welche regularen n-Ecken kann man mit Zirkel und Lineal
konstruieren?

(Falls wir ein regulares n-Eck konstruieren kénnen, dann kdnnen
wir ein reguldares n-Eck mit einer vorgegebenen Seite konstruieren.)
Bsp. Regulares Dreieck, regulares Viereck sind konstruierbar;
regulares 5-Eck ist ebenfalls konstruierbar — Beweis kommt.

Satz 10 Regulires n-Eck ist g.d. konstruirbar, wenn die Zahl
cos(2X) konstruierbar ist.

Beweis. , <" Angennomen ist die Zahl cos(2X) konstruierbar.
Dann konnen wir der Winkel 2777 konstruieren. Dann konnen wir
einen Kreis in n gleichen Sektoren teilen, und so die Ecken eines

regulares n—Eck konstruieren.



Angenommen regulares n-Eck ist kostruierbar. Dann konnen wir
das n—Eck in einen Kreis einbeschreiben. (Fiir je zwei Seiten
nehme die Geraden, die die Seiten orthogonal im Mittelpunkt
schneiden. Deren Durschnitt ist der Mittelpunkt des Kreises)

Dann konnen wir den Winkel 27“ konstruieren, und deswegen die
Zahl cos(2Z). ]

n



Geometrische Konstruktionen und komplexe Zahlen.

Beobachtung z := en i € C ist eine Nullstelle der Gleichung
" 4224 L +1=0. (%)
Tatsichlich, 1,z,2%,...,z" 1 ist die geometrische Progression, deren

27 n
. (eTi> 1 2™ )1 _
Summe ist —22_11 = = = () 2_7r,-) = _21_7r,-1 —
en'—1 en —1 en —1

Bsp. Regulares 5-Eck ist konstruierbar

Tatsachlich, fiir n =5 ist die Gleichung (x)

z* + 23+ 224+ 2+ 1 = 0. Wir kdnnen diese Gleichung 16sen.Wir
dividieren durch z2 und bekommen

22+ 542+z+2-1=0 Da(z+1)2 =224 2% +2, ist die
Gleichung aquivalent zu

w?+w—1=0, wobei w=2z+ 1. Dannist w= # c Q(V/5).
Dann ist z + % = # Das sind quadratische Gleichungen, deren

Koeffizienten in Q(+/5) liegen. Dann haben die Nullstellen der Form

z = a+ ib, wobei a € Q(v/5) ist. Da nach Beobachtung oben

z=e5! = cos(2E) + isin(2E) eine Nullstelle ist, ist cos(2Z) € Q(v/5),
und deswegen nach Satz 10 ist reguldres 5—Eck konstruierbar.



Regulares 7-Eck ist nicht konstruierbar

Nach Satz 10 miissen wir zeigen, dass cos(27/7) in keinem iterierten
quadratischen Erweiterung von QQ liegt. Nach Beobachtung , ist

e 7 = cos(2/7) + i sin(27/7) eine Lésung der Gleichung
2+2+..+1=0 (1)

Fiir die Zahl y := z + 1 gilt daher

Yy +y* =2y —1=0, (2)

wie sich sofort durch Einsetzen in (1) und Umformung ergibt. Dann ist

yi =21+ L e2m/T 1 e=2m/T = 2 cos il
Z] /
eine Losung von (2). Wére nun das reguldre 7-Eck konstruierbar, so ware
die Zahl cos 2Z konstruierbar. Nach Satz 6 liegt y; dann in einer
iterierten quadratlschen Erweiterung von Q.Nach Satz 8 folgt daraus, daf3
die Gleichung (2) nicht irreduzibel ist,sie hat also nach Satz 9 eine

27

ganzzahlige Losung. Die Lc'jsungen von (2) sind neben 2 cos =~ noch die
Zahlen 2 cos %X und 2 cos & (die man genauso findet).Keine davon ist

ganzzahlig. Das ist ein Wlderspruch



Jordan'sche Normalform

Ziel: Finde auch fiir nicht diagonalisierbare Endomorphimen eine
moglichst einfache Matrixdarstellung.

Bsp. (8 é) ist nicht diagonalisierbar. Tatsachlich,

N 0 1 = det —t 1 = t2.
Y T
Wir haben nur eine Nullstelle A = 0. Kann man eine Basis aus

Eigenvektoren finden? Nein, weil Kern (0 1\ hat nach Dimensionsformel
0O O

die Dimension 2 — 1 = 1. Also, es gibt keine 2 linear unabhangige
=~

dim(V)  rk(A)
Eigenvektoren, und die Matrix ist nach Satz 54 LAAG | nicht

diagonalisierbar.



Wiederholung: Seien A1, ..., A\ € K paarweise verschieden, k € N, sei
f=(x—X)"..(x = X)"* € K[x]. Dann gilt:

(i) Falls ein Polynom g € K[x] das Polynom f teilt, so ist es von der
Form g = a(x — A\1)"...(x — Ax)** mit a € K\ {0} und
pj € NUA{0}, pj <.

(ii) Es gibt Polynome hy, hy € K[xl sodass
1=hy(x = A1) P +ha(x = Xo)2o(x — Ai) -

~N"~

fi

(i) <= Lemma 33 Vorl. 20 LAAG |
(i) <= Satz 14 /Beweis von Satz 14 Vorl. Fricke LAAG |



Satz 11 Sei f = (x — A1) ...(x — A\)?* € K][x]|, wobei \; paarweise
verschieden sind. Sei V ein endlichdimensionaler K—Vektorraum. Sei
¢ : V. — V ein Endomorphismus . Dann ist

Kernf(¢) = Kern(¢_>\1./d)wl b ---D Kern(¢_Ak./d)wk.



Wiederholung: (¢ — A\ - Id)(v) := ¢(v)
(

(¢ = A-ld)*(v) = (¢(v) — A~ Id) o cb(V) A /d)( ) =
*(v) — 2X¢(v) + X%V u.s.w.
Falls A € Mat(dlm(V) dim(V),K) die Matrix von ¢ ist, so ist

ajp — A - a1 dim(V

A—Ald=| " die Matrix von ¢ — X\ - Id .
adim(V) 1 " Adim(V) dim(V) — A

Fir P=apx"+...+ap € K[X] ist

P(¢) = a, - po---0¢ +---+ag-Id ein Endomorphismus von V.

n Stuck
Falls A € Mat(dim(V),dim(V),K) die Matrix von ¢ ist, so ist die
Matrix von P(¢)die Matrix a,A" + ... + ap - Id.

Bemerkung P(¢) o Q(¢) = (P - Q)(¢) = (Q - P)(¢). (Obwohl

in der Regel

P(o)- Q) # Q) P(9).)




Wiederholung — Def. 49 Vorl. 19 LAAG | Seien V4, ..., Vj

Unterverktorraume von V. Die Menge
W= {vi+ ...+ v i wobei v; € V; } heiBt die Summe von V; und

wird Vi1 + ...+ V| bezeichnet. Das ist ein Untervektorraum
(Hausaufgabe 1 Blatt 11 LAAG 1) Wir sagen, dass die Summe
direkt ist (Bezeichung:W = Vi & ... b Vy), falls jedesw € W
schreibt sicheindeutig in der Formw = v{ + ... + v, mit v; € V;



Satz 11 Sei f = (x — A1) ...(x — X)) € K[x], wobei \; paarweise
verschieden sind . Sei V ein endlichdimensionaler K—Vektorraum. Sei
¢ : V. — V ein Endomorphismus. Dann ist

Kernggy = Kern((¢ — A1 - Id)") @ --- @ Kern((¢ — Ak - Id)7%).

Beweis. Induktion nach k. IA: Fiir k = 1 ist die Aussage offensichtlich:
links und rechts stehen gleiche Ausdriicke.

I\V: die Aussage gelte fiir alle kK — 1.

IS: k — 1 — k: Setze wieder f; := (x — A\)™,

fr == (X _ )\2)72 . (X — )\k)’Yk_

Wie oben wiederholt = Jhy, ho € K[x| sodass hy - fH + hy - f, = 1.
Wir zeigen: Kerngg) = Kerng4) ® Kerng,4). Dann folgt die Aussage
nach InduktionsVoraussetzung fiir Kerng,(4).



Schema.

(a) (b)
Wir zeigen Kerngg) © Kerngg), Kerng 4y + Kerngg) 2 Kerng(g).

Daraus folgt, dass Kerng, ) + Kerngy) = Kerng(g).
Dann ((c)) zeigen wir , dass Kerng 4 N Kerng4) = {0}.
Daraus wird folgen, dass die Summe direkt ist.

(a) Behauptung: Kerng4)y € Kerng(g)).
Beweis von (a): ist v € Kerng(4)), so ist

F(9)(v) = (A(e) o H(e))(v) ="

Weil Kernf1(¢) - Kernf(¢). = -
(f2(¢) 0 f1(9))(v) = f(4)(0) = 0. =
Kernf1(¢)) C Kernf(¢)).

Analog: Kernﬁ((b)) C Kernf(¢)).
Es folgt: Kern,cl((b)) + Kern6(¢)) C Kernf(¢)).



(b) Behauptung: Kerng, (4)) + Kerng,(s) 2 Kerng ().

Beweis von (b): Sei v € Kerng 4.

Wie wir oben wiederholt haben, gibt es hy, hy € K|[x], sodass
1=ty -fi+hfr. Da1(¢) 2 Id, folgt
v=1Id(v) = hi(¢) o fi(v) + ha(d) o fa(v).

TV TV

=V> =V1

Wir haben: o
B(0)(v2) = £(6) 0 hu(@) o A(v) = hi(9) o F(#)(v) = hi(#)(B) = 0
also v € Kerng,(4).

Analog: vi € Kerng, (4).

Dann ist jedes v eine Summe von vi € Kerng, () und

vo € Kerng,(y), folglich ist Kerng, (4)) + Kerng, ) 2 Kerng 4).



(c) Behauptung: Kerng 4 N Kerng,4) = {0}.
Beweis von (c). Sei v € Kerng,4) N Kerng,(4). Dann ist

v=1d(v) " =" h(¢) oi(ﬁ+h2(¢) ofi@ — 0.

—

=0 =0
As (c) folgt, dass die Summe Kerng, ) + Kerng,(4) direkt ist. Nach
Definition miissen wir zeigen, dass jedes v eindeuting als Summe
vi o+ w darstelbar ist. Sei

N~ N~
cKerng ()  €Kerng, ()
vV = Vi +  w = v{ + vé
N~ N~~~ "~ N~

EKerng (¢)  EKernpyg)  €Kerng gy  €Kerng (g
Dann ist v — V{EKernf1(¢) = Vé — V2€Kernf2(¢)-
Wegen Kerng, 4) N Kerng,y) = {0} ist dann v; — v/ = 0 und
vy — vb =0, N
Gleichzeitig haben wir Induktionsschritt gemacht und deswegen
Satz 11 bewiesen.



Folgerung = Satz 58 Vorl. 21 LAAG I:
MinA = ()\1 —X)...()\k —X), wobei )\,’

. . : <= A ist diagonalisierbar.
paarweise verschieden sind

Die Richtung ,,<—=" st einfach: man muss zeigen, dass
Minimalpolynom einer Diagonalmatrix die Form (A1 — x)...(Ax — x) mit
paarweise verschieden \; hat, siehe Vorl. 21 LAAG I, falls es nicht
offensichtlich ist.



Beweis ,,—“: Sei ¢ der Endomorphismus mit der Matrix A. Da
Mina(A) = 0, ist Kernpjjn,r) = V. Nach Satz 11 ist
V = Kernf_x,.1ad ®--- ® Kerng_x,.1d -

~~ Ve

—FEig,, —Eig,,
Seien (bl, ceny bGeo>\1 ), (bGeoA1—|—17 ceey bGeo,\l—l—Geo,\2)1 ey
(bGeo>\1—|—...—|—Geo>\k_1—|—1a ooy bGeo>\1—|—...—|—Geo>\k) Basen jeweils In
Eigx, . Eigx,.-..,Eigy, . Dann ist die Menge {bx, ..., bgeo,  +...+Geoy, }

(i) erzeugend, weil man nach Satz 11 jedes v als Summe

vi —+...+ v, darstellen kann, und jedes v; eine Linearkombination
N~ N~

eEig)\]_ EEIgAk
von Elementen der i—ten Basis sind.
(i) EINDEUTIG erzeugend ist, weil man jedes v eindeutig als Summe

vi —+...+ vk schreiben kann, und jedes v; kann man eindeutig als
N~ N~

€Eigx, €Eigx,

Summe von Elementen von Basis von Eigy, schreiben.

Dann ist das Tupel (b, ..., bGeOMJF,“JFGeOAk) eine Basis. Da alle Elemente
Eigenvektoren sind, ist die Matrix von ¢ in der Basis nach Satz 54 LAAG
1 (Vorl. 19) diagonal, ]



Verallgemeintere Eigenraume

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ : V — V ein
Endomorphismus. Das Minimalpolynom Min, = (x — A1)" - -+ (x — Ak )7
zerfalle in Linearfaktoren mit paarweise verschiedenen Eigenwerten

A1, ..., Ak. Dann gilt nach Satz 11:

V= Kern((¢ — M- Id)")D--- D Kern((¢p — Mg - Id)7%).

Vv Vv
Z:W>\1 ::W>‘k

Def. 7 Die Raume W,, ..., W), heiBen verallgemeintere Eigenraume.

Satz 11 in Worten: Das Minimalpolynom von ¢ : V — V zerfalle in
Linearfaktoren. Dann ist V direkte Summe von verallgemeinteren
Eigenraumen.

Def. 8 Ein Untervektorraum W C V heiBt ¢— invariant, falls
Bilds,(W) C W.

Triv. Bsp. {0} ist ein ¢— invarianter Untervektorraum; V selbst ist ein
¢— invarianter Untervektorraum.

Interes. Bsp. Verallgemeintere Eigenraume W; (von ¢) sind ¢—
invariante Untervektorraume.

Beweis. Fiir jedes v € W, ist

(¢ —A-ld) o p(v)=g¢o(p—A-Id)(v)=¢(0) =0, -



Allgemeine Uberlegung

Das Minimalpolynom Ming = (x — A1) -+ - (x — Ak)7* zerfalle in
Linearfaktoren. Fiir jedes 1 =1, ..., k sei B; die Basis in W).. Wir setzen

die Basen B; zu einer Basis B = (Bq, ..., Bx) von V zusammen (Beweis,
dass es eine Basis ist haben wir in Beweis von Folgerung aus Satz 11
gemacht).

Da W,; ¢—invariant ist, fiir jedes b € B; ist das Vektor ¢(b) eine
Linearkommbination des Vektoren aus der Basis B;, ist die Matrix A von
¢ bzgl. der Basis blockdiagonal:

(| A \

A

A=

\ (&)

wobei A; ist die Matrix von ¢y, In der Basis B;.

Wir haben also eine Basis konstruiert, so dass die Matrix von ¢
blockdiagonal ist. Wir werden die Basis noch verbessern.

Dazu werden wir ¢y, — A; - Id untersuchen.



Nilpotente Endomorphismen

Def. 9 Ein Endomorphismus ! : W — W heiBt nilpotent, falls es ein

"eNgbtmit!7"=0.

Fiir w € W heiBt k € N die | —Periode von w, falls | ~1(w) #£ 8, aber

| K(w) =8,

Bemerkung. Es ist stets " > k (falls | wie in Def. 9 ist).

Lemma 3. Sei:! : W — W nilpotent, sei w € W mit ! —Periode k.

Dann sind w,! (w),! 2(w),...,! *"1(w) linear unabhingig.

Beweis: Sei agw + a1! (W) + ...+ a,_1! “1(w) =8.  (*) Wir wenden

I =1 an und bekommen

aol 1 (w) +ai! K(w) + ...+ ar_1! 2 %(w) =8. Da ! “1(w) £9, folgt
N 4 - 2

0 0
daraus dass ag = 0.

Dann (%) ist ai! (w) + ... + a_1! " H(w) = 8.
Anwendung von ! =2 liefert uns a; = 0 u.s.w., ]




/Zusammenfassung der Montag-Vorlesung:

Ziel: Eine Basis finden sodass die Matrix von gegebenen
Endomorphismus ¢ : V — V moglich einfach ist.

Annahme: Das Minimalpolynom Miny zerfallt in Linearfaktoren:

Min¢ = (X — )\1)71 e (X — )\k)%‘.

Bemerkung. Falls K = C, ist diese Annahme immer erfiillt (Folgerung A
aus dem Hauptsatz der Algebra).

Wir haben gezeigt: Es gibt eine Basis
(LA )
( B . B ) _
~~~ S~~~ _ 2
Basis in W>\1 Basis in W>‘k A =
sodass die Matrix von ¢ \ )
blockdiagonal ist: Kl

Die Dimension des i—ten Blocks ist die Dimension von W,., d.h., Anzahl
von Elementen in B;.

Die Beschrankung qb|WA'_ von ¢ auf W) ist eine Abbildung mit der
Eigenschaft

(¢ — N\ild)" = 0. (%)

Wir werden jetzt eine Basis in W), suchen/finden, sodass die Matrix von
@|w,, (mit der Eigenschaft (x) ) moglich einfach ist.



Also, fiir uns sind die Endomorphismen der Form ¢ + A - Id

interessant, sodass ¢7 = 0. (Statt ¢ aus der letzten Folie betrachte

ich jetzt ¢ := ¢, — A - Id). Solche ¢ nennt man nilpotent(Def. 9).

Fiir w € W heiBt k € N die ¢—Periode von w, falls ¢*~1(w) # 0,

aber ¢¥(w) = 0.

Wiederholung — Lemma 3. Sei: ¢ : W — W nilpotent, sei

w € W mit ¢p—Periode k. Dann sind w,p(w),¢?(w), ..., oK1 (w)

linear unabhangig.

Bezeichung. Z, := span(w, ¢(w), ¢*(w), ..., *"1(w)) ist ein

invarianter Untervektorraum: in der Tat,

gb(aow—l—algb(w)+...+ak_1gbk_1(w)) = aogb(w)+...—|—ak_2gbk_1(w)

ist wieder ein Element von span(w, ¢(w), ?(w), ..., 9*~1(w)). Da

die erzeugende Elemente

by := ¢* W), by := oK 2(w), ..., b == w

nach Lemma 3 linear unabhangig sind, bilden sie eine Basis. Da

d(b;) = bj_1 ist (fiir i # 1) und @(b1) = 0, ist die Matrix von ¢ in
0 1

0 1
der Basis



Lemma 4 (Zerlegungslemma fiir nilpotente Endomorphismen) Sei
W ein endlich-dimensionaler K—Vektorraum und ¢ : W — W ein
nilpotenter Endomorphismus. Sei w € W ein Element mit maximaler
¢—Periode k. Dann existiert ein ¢—invarianter Untervektorraum U C W,
sodass W =27, & U.

Beweis. Waihle einen ¢—invarianten Untervektorraum U C W mit
maximaler Dimension, so dass Z, N U = {6} Dann ist die Summe
Z, + U C W eine direkte Summe: ist z+ u= 2"+ u/, so ist
z—2zZ =uv-veZzZ,NnU,dh.,z=2', u=1".
Lz.:.Z, ®U=W. Angenommen das ware nicht der Fall: Dann gabe es
ein v e W mit v g Z(w) @ U. Wihle j so, dass ¢/ "(v) € Z,, @ U, aber
¢ (v) € Z(w) @ U: Ein solches j existiert, da ¢ nilpotent ist, und
deswegen fiir geniigen grosse j gilt ¢/(v) = 0. Setze x := ¢/~ !(v). Dann
gilt x ¢ Z,, ® U, aber ¢(x) € Z, @kUl.
Schreibe ¢(x) = W = ... +ik_1¢ (WZ—I—\LL/.

ez, cU

0 = ¢k (x) = ¢k~ o P(x) =

= ¢ M aow + ... + ak_10* H(w) +u) nur FH(w), ¢FH(u) # 0O
— aogbk_l(W) + ¢k—1(u) Weil die Sge direkt ist ap = O, ¢k_1(u) _ 0
A\ . 7 \ /

Ve

ey clU




Setze y := x — (ayw + ... + ax_10°7?(w)).

Nach Konstruktion gilt:

d(y) = ¢(x) = (a19(w) + ... + a1 H(w)) =u € U,
Wir zeigen: y € Z,, ® U. Sonsts ware auch
X=y+aw+ ..+ ak_1¢k_2(w) cZ, DU.

Setze U’ := U @ span(y). (Die Summe ist direkt, weil y & U).
dim(U") = dim(U) 4 1; U’ ist ¢p—invariant. Wir bekommen Widerspruch
mit der Annahme, dass U maximale Dimension hat. [

Lemma 4 auf der Sprache von Matrizen. Sei A eine (n x n)- Matrix
tiber K mit AY = 0. Dann existiert eine Matrix B € GL(n,K) sodass

(R )
B~1AB = o

\ Dy

Bemerkung. Da A7 =0, ist auch DY = 0. Dann kann man D auch (mit
einem geeigneten Basiswechsel) in zwei Blocke zersplittern u.s.w.

-




Satz 12 (Zerlegungssatz fiir nilpotente Endomorphismen)

Sei W

ein endlich-dimensionaler K— Vektorraum, sei ¢ : W — W ein
nilpotenter Endomorphismus. Dann existieren wy,...w; € W, so dass
W =2y, ®---® £y, und die Dimensionen der Z,,. sind bis auf die

Reihenfolge eindeutig durch ¢ festgelegt.

Beweis: Die Existenz (der Zerlegung) folgt induktiv aus dem

ZLerlegungslemma.

Also, es gibt eine Basis, sodass die Matrix von ¢ gleich

(

\

Gy

G

C

)

/

. wobei C; =

0

1
0

1

0

1
0

. Verschiedene C;

konnen selbstverstandlich verschiedene Dimensionen haben.

Wir miissen jetzt zeigen, dass der Endomorphismus die Anzahl und

Dimensionen von Blocke beschtimmt.



Sie werden es zu Hause ausrechnen (Hausaufgabe 3):Fiir
- 1 -

1
C = 1 gilt: rk(C) = n—1 (in unserem Fall 5 —1).
1
1
1
Fiir C° = 1 | gilt: rk(C?) = n— 2 (in unserem fall 3).
1
1
Fiir C3 = gilt: rk(C3) = n— 3 (in unserem Fall 2).
ilt: rk(C°) =0 C® = 0;
c5 — gilt: rk(C>) =0. = 0;

rk(C®) = rk(C>) = 0.




Das ist immer der Fall:
dim(Kerny z, ) = 1. (Weil
J

Pp(aow; + ... + ak—10*H(w))) = aod(w;) + ... + ax_2¢* 1 (w) ist
genau dann 0,wenn alle ag, ...,ax_» = 0.)

Bezeichnet n; die ¢-Periode von w;, dann gilt fir m € N:

| span (¢ ™(w;), ..., ¢ (w;)), falls nj > m
Kern(¢|2wj)m - { Zw;, falls m > n;
Wir werden diese Beobachtung nutzen um Anzahl und
Dimensionen aller Blocke zu bestimmen; nach dem Beispiel wird es
hoffentlich offensichtlich.



wir sehen: rk(A) =
dim(Bildy) = n —

Ve

von ¢ bestimmt

{Anzahl von Késtchen}.
Dann ist Anzahl von

Kastchen ist durch ¢
eindeutig bestimmt.

wir sehen: rk(A?) =
dim(Bildy) = n —

~
von ¢ bestimmt

{Anzahl von Késtchen}—
{ Anzahl von Kistchen
von Dimension > 2 }

. Dann ist Anzahl von
Kastchen von Dimen-
sion > 2 durch ¢
eindeutig bestimmt.



wir sehen: rk(A3) =
dim(Bildg:) = n —
: Vonqbl;gstimmt

{Anzahl von Késtchen}—
{ Anzahl von Kastchen
von Dimension > 2 }
A= —{ Anzahl von Késtchen
von Dimension > 3 }

Dann ist Anzahl von
Kastchen von Dimen-
sion > 3 durch ! ein-

deutig bestimmt.
Analog gilt fiir eine beliebige nilpotente Matrix.




Satz 12 auf der Matrizen-Sprache: Sei A eine (n x n)- Matrix iiber K
mit AY = 0. Dann gibt es eine B € GL(n,K), sodass die Matrix B~ AB

(| G ) 0 1
G 0 1
gleich , wobei C; = 3
| O. 1
\ G |/ ’
Bemerkung.

B~Y(A—\-Id)B "2 B=1AB — \B~1ldB = B~1AB — \ - Id.
Deswegen ist (falls (A — X - Id)” = 0 wie in Satz 11) B~1AB =
L& )

G

+A-Id




Jordansche Normalform

A 1
A 1
Def. 10 Die k x k Matrix Jf := heiBt Jordan-Block.
A 1
A
1+ 1
Bsp. J} = (2), 2= (3 1), 3, = ( -y 1i,->
Bemerkung alg(A) = k (da R = (A — t)k), geoy =1 (da
T
JE—=X-ldy = ist; deren Rang ist k — 1 und deswegen

0 1
0

dim(KernJi_! 14,) = k— (k—1) = 1. Also, Jordan-Block J* ist fiir k > 2
nicht diagonalisierbar. )



Die Matrix der Form . wobei J;j Jordan-Blécke sind,

\ s

heiBt Jordan-Matrix.
Bsp. Die Matrizen

2 2 1 2 1 2 1
( 3 ), ( 2 ), ( 2 ), ( 2 1) sind Jordan-Matrizen.
4 3 2 2

Satz 13 (Jordansche Normalform) Sei K ein Korper, sei V ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei ¢ : V — V ein
Endomorphismus, dessen Minimalpolynom in Linearfaktoren zerfallt.
Dann existiert eine Basis von V' |, so dass die Matrix von ¢ Jordan-Matrix
sind. Diese Jordansche Normalform ist bis auf Reihenfolge der
Jordanblocke eindeutig.



Satz 13 ist eine einfache Folgerung von Satze 11, 12

Satz 11 — Wiederholung Es gibt eine Basis, so dass in der Basis die

(| A

Matrix von ¢ die Form

\
(Ai = \; - Id) = 0.

A2

Ak

)

)

hat, wobel

Aus Satz 12, siehe auch Bemerkung oben: Fiir jedes A; (der
Dimension n;) mit der Eigenschaft (A; — \; - Id)Y = 0 gibt es eine

B; € GL(n;,K) mit B, *A;B; =

(

G

G

)
+A;ld .




Dann ist

By \ (A \ (| B \
B, A, B,
B} \ Acl)\ Bi |/
( By 1A B \
By ' AB;

= = Wie wir wollen.

\ B;iAkBk/
Eideutigkeit der Jordan-Normalform folgt aus der Beobachtung, dass ¢
die Untervektorraume W) eindeutig bestimmt, und aus der
Eindeutigkeitsaussage im Satz 12. ]




Anwendung: Beweis von Hamilton-Cayley fiir Matrizen

Satz 56 LAAG | Vorl. 20 (Hamilton-Cayley)

Ra(A) = 0

1805 --1856 1821 --1895

In Worten: Charakteristisches Polynom einer Matrix annihiliert die
Matrix.

(| /5 \
Beobachtung 1 Fiir J = , ist

\ S )
Ny = (A — ) (A — t)km,

Tatsachlich, da J eine obere Dreiecksmatrix ist (=alle Eintrage unterhalb
der Hauptdiagonalen 0 sind) ist, ist J — t - Id auch eine obere
Dreiecksmatrix, und deswegen det(J — t - Id) ist Produkt von
Diagonalementen, die (\; — t) sind.




Beobachtung 2 Die Matrizen A, A’ seien dhnlich: A= B~1A'B.

Dann gilt: Fiir jedes P € CJ[t] ist P(A) = B~1P(A")B.

Tatsachlich, wir haben dies im wesentlichen in Vorl. 20 LAAG |

bewiesen:

Ak=A.-A...-A=B1tA B=B1A"B.
kmal

Also, P(A) = P(B~1A'B) =

axBIA B + ay_1B A 'B+ ...+ aB!B

et g1 AK 4 agld)B = B~1P(A')B.

Beobachtung 3 Fiir eine Block-diagonale Matrix

B1

M = , wobei B; eine k; x ki-Matrix ist, ist

P(Bi1)

P(Bm)




Beobachtung 4 X (J5) = 0.
Tatsachlich,

NJ§ (Ji\() — ()\ d — Ji\()k — (_1)/{ . wie in Bsg. Vorchero



Alle vier Beobachtungen zusammen:

(| 15 )
Fir A, die ahnlich zu J = , gilt
\ s
N _ kl _ km o
1. NJ-—-CXl t) .“(An, t) —-Nlﬁ.”NJﬁ;.

2. P(A) "B B=1p( \B, wobei J die Jordan'che Normalform
von A

k i i i
( P(J>\11) \ NJ(Jﬁ,) — P’(Jé\(:) . NJ;"_(JAI)
. . 4 N

0

3. P(J) =

\ P(Jé‘\’,';'q )|) —0

. 18 LAAG I
Dann ist Ra(A) >

k1

(205 )
B! B=B"10B=0, m

N, (A) = B7IR,(J)B =

\ NJ(JQ;))




Wiederholung

Satz 13 (Jordansche Normalform) Sei K ein Korper, sei V ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei ¢ : V — V ein
Endomorphismus, dessen Minimalpolynom in Linearfaktoren zerfallt.
Dann existiert eine Basis von V' , so dass die Matrix von ¢ Jordan-Matrix
sind. Diese Jordansche Normalform ist bis auf Reihenfolge der
Jordanblocke eindeutig.

Wiederholung: Jordan-Matrizen sind die Matrices der Form

kq
A

J

, wobei J;f die folgende k x k-Matrix ist




Wiederholung

» Beobachtung 2 aus der Vorlesung 6 Sei P € K[x] ein Polynom,
A € Mat(n, n,K), B € GL(n,K). Dann gilt:

P(B~1AB) = B1P(A)B.

» Beobachtung 3 aus der Vorlesung 6 Fiir eine Block-diagonale

Matrix M =

ist P(M) =

P(Am)

, wobei A; eine k; x k;-Matrix ist,



> Sei J ein k x k Jordan Block iiber C mit Eigenwert A, d.h., J = J&.

Dann gilt:
PO)  FP) FPOMN) o HPOY
P(J) = ’ - ' , wobei PU) die
" %PQ)()\)
PO) 1P
P(N)

j—te Ableitung des Polynoms P ist.
(Z.B., fiir Polynom P = 2% ist P’ = 322, P(?) = 6z, P(®) =6,

P(4) g P(5) = ... = O'
allgemein: fiir Polynom P = Y7 | ayx* € C[x] ist
P'= Y1 k- ax*1 € C[x] ().

Das ist in wesentlichem Hausaufgabe 3a: in der Tat, da die
Ableitung die lineare Abbildung von C[x] auf C[x] ist, genligt es, die
Formel fiir Monomen (d.h., fiir Polynomen der Form x") zu priifen,
und Sie haben sie zu Hause ausgerechnet.

Bemerkung. Man kann die Ableitung iiber beliebige Korper definieren,
nicht nur iiber C, mit Hilfe der Formel (x). Wir machen es spater. In dem
Fall die Eigenschaften, die fiir C ,,umsonst” aus Ana | kommen, separat
bewiesen werden miissen.



Analytische Funktionen von Matrizen

Sei ag, a1, ..., ak, ... € C eine Folge,

f(z) = a9+ a1z +apz® + ... Fagz" + ... = Y o arz¥ die entsprechende
analytische Funktion und A eine Matrix. Wir betrachten die Folge von
Matrizen(partielle Summen): ag - Id, ap - Id + a1 A, ...,
a-ld+a-A+a- A2+ .+ amA™ = ZT:O ag - Ak = Pm(A),

Wir sagen, dass die Folge konvergiert, falls sie komponentenweise
konvergiert, d.h., fiir jede i,j € n konvergieren die (i,j)— Eintrage von
Matrizen ag - Id, ag - Id + a1 A, ..., Pm(A)

Def. 10 Falls die Folge konvergiert, setzen wir
f(A)= lim > a.- A~
k=0

(Falls fiir irgendwelche i, j die Folge divergiert, ist f(A) nicht definiert.)
Bemerkung: Fiir Polynomen Y7 a) - A* gilt:

Sioak - (BTTAB)k = B (305 ak - AX) B. Wir werden bald sehen:
f(B-1AB) = B~1f(A)B.

Dies bedeutet, dass Definition nicht von Wahl von Basis abhangt (d.h.,
wir in Wirklichkeit analytische Funktionen von Endomorphismen definiert
haben).



Natiirliche Fragen

Unten f =372, arz" ist stets eine analytische Funktion, A eine
n X n-Matrix.

1. Fir welche A existiert f(A)? (d.h., fiir welche A konvergiert

die Reihe ag - Id, ap - Id + a1 A, ..., komponentenweise)

. Wie kann man f(A) ausrechnen?

Bemerkung. Es ist hoffnungslos, bereits fiir 3 x 3-Matrizen
einfache analytische Funktionen von Matirzen, z.B. e”, nach
Definition auszurechnen.

. Wozu braucht man analytische Funktionen von Matrizen
auszurechnen?

Bemerkung. In dem Kurs gew. Differentialgleichungen
werden analytische Funktionen von linearen Abbildungen auch
gemacht, (sogar fiir Banach-Raumen) teilweise parallel zu
linearen Algebra. Das bedeutet, dass sie fiir
Differentialgleichungen, und deswegen auch alle
Naturwissenschaften wichtig sind.



Satz 14 Angenommen, alle Eigenwerte von A € Mat(n, n,C) liegen in
Konvergenzkreise von f. Dann gilt: f(A) ist definiert.

Satz 14 Antwortet auf die erste Frage: wann ist f(A) definiert.

Satz 15 (Spektralsatz) Seien Ay, ..., \,, verschiedene Eigenwerte von
A €€ Mat(n,n,C), kq, ..., kn ihre algebraische Vielfachheiten

(ki + ... + km = n). Angenommen, der Konvergenzradius von f ist groBer
als max|\|.

Dann gilt: Es gibt n Matrizen

Z)\l,la ey Z>\1,k17 ZAg,l; ey Z)\27k2, ey Z)\m’l, ey Z>\m7km S Mat(n, n, C), die
nur von A abhdngen, so dass fiir jede analytische Funktion f gilt: ist
f(A) definiert, so ist

F(A) =30 (FO) 2y 1+ o+ FETD(N)Zy ) (*)

In Worten. Fiir jede Matrix A gibt es n Matrizen Z,, ; sodass jede
analytische Funktion f(A) mit geniigend groBem Konvergenzradius die
Linearkombination (x) ist.

Bemerkung. Die Matrizen Z), ; hangen nicht von f ab, nur von A.
Satz 15 antworten auf die zweite Frage und gibt uns eine effektive
Methode, die Matrix f(A) auszurechnen.



Beweis von Satze 14/15.

Beweisstrategie: wir zeigen zuerst, dass es geniigend, die Satze nur fiir
Jordan-Blécke zu beweisen, und dann priifen die Formeln fiir die Blocke.

Wir benutzen die folgende Aussage aus Ana I:

Konvergieren die Folgen ag, ..., ak, ...; Bo, ..., Bk, ... gegen « bzw. 3, so
konwergiert die Folge C; - a; + G - (B gegen G - a+ G - 3.

Ist f(B~*AB) definiert, dann ist f(A) auch definiert. In der Tat, fiir jedes
Polynom Py = ag + ... + axz* ist P(A) = BP,(B~tAB)B~1. Also, die
Eintrige von Pk(A) sind lineare Ausdriicke von Eintrige von P,(B~1AB)
mit konstanten Koeffizienten, die von B kommen.

Falls alle Eintrige von Px(B~1AB) fiir k — oo konvergieren,
konvergieren auch deswegen die Eintrage von

Pi(A) = BP(B~1AB)B~!, und zwar gegen Bf(B~1AB)B~.

Deswegen geniigend es, die Satze 14, 15 fiir die Jordan-Matrizen zu
beweisen.



Da fiir eine Block-diagonale Matrix M = , wobei

A; eine ki x kj-Matrix ist, ist P,(M) = :

geniigend es, die Satze 14, 15 fiir die einzelne Jordan-Blocke zu
beweisen.



Beweis fuir Jordan-Blocke: ausrechen

Nach Hausaufgabe 3, ist
Pa(N)  EPION LPP oy o LR

Pa(Uf) -

7P

Pr(X)  LPI(N)

Pn(X)
Falls X\ in der Konvergenzkreise von f liegt, konvergiert P,(\) gegen
f(A), folglich konvergieren die Diagonalelemente gegen f(\). Falls A in
der Konvergenzkreise von f liegt, konvergiert P/(\)gegen f'()), folglich
konvergieren die (i, i + 1) Eintrige gegen = f'()), u.s.w. Satz 14 ist

bewiesen.
Wir sehen, dass f(J) Linearkombination von Matrizen
0 .- 1 .- 0
D; = oo (die nicht von f abhdngen), mit Koeffizienten

0
LF)(N) ist. Satz 15 ist bewiesen.



Folgerung (Rechnenregeln fiir analytische Funktionen von
Matrizen) Es gilt:

1. Af(A) = f(A)A (falls f(A) definiert ist).

2. Sei h=f + g. Dann gilt h(A) = f(A) + g(A) (falls h(A), f(A)
definiert sind.)

3. Sei h= fg. Dann gilt h(A) = f(A)g(A) (falls definiert)
4. Sei h(z) = f(g(z)). Dann gilt h(A) = f(g(A)) (falls definiert)

5. Sei f(A) # 0O fiir jeden Eigenwert A von A, h=1/f . Dann
h(A) = (f(A)~.

Beweis. Benutzen Sie Satz 15 oder die Definition. Z.B. in (1) sei
g(z) = zf(z) = f(z)z. Dann ist g(A) = Af(A) = f(A)A.



Anwendung: die Exponetialabbildung von Matrizen

Die gewohnliche Exponentialfunktion €* in der Analysis ist
(unabhangig voneinander) durch zwei Eigenschaften charakterisiert:
1. Als Losung der Differentialgleichung y’ = y mit der
Anfangsbedingung y(0) =1,

2. Als (iiberall konvergente) Potenzreihe e¥ =7, ),i—/,(
Wir betrachten jetzt e”, wobei A eine Matrix ist, und zeigen, dass
Sie die beiden Eigenschaften hat.

Nach Def. 10 ist e# := Y72 o 4 AX



e’ wobei J = Jf ein Jordan-Block ist

Im Beweis von Satze 14, 15 haben wir gezeigt, dass

f(J) =

2=

e e e

%f(”)()\)

10
af ()
F(\)

e?, ist fU)(\) = e*, und deswegen




Fir eine Jordan-Matrix M = , wobei J; := J;\(:

5

e

ein k; x k;-Jordanblock ist, ist eM =

eJm

Insbesondere gilt: det(eM) = et2°¢(M) (dije beide Seiten sind
eZi kl)‘l)




Satz 16 Die Exponentialabbildung hat die folgenden Eigenschaften:
(unten sind A, B stets n x n-Matrizen iiber C. )
(1) e* konvergiert fiir jede Matrix A.
(2) Die Zuordnung A +— e” ist eine C> — Abbildung (sogar reell
analytisch) (als Abbildung von ,@.fé auf sich selbst.)

=Mat(n,n,C)
(3) Es gilt eAT8 = 4. B falls AB = BA (dies ist das Exponentialgesetz)
(4) e* ist stets invertierbar, und es gilt e* = e=* sowie
det(eA) — etrace(A)
(5) Die Abbildung t — e™ ist bzgl. t differenzierbar mit €># = Id und
detA = AetA,
dt
Beweis (1): Da Konvergenzradius von e?-Funktion unendlich ist, ist e*
fir alle A € Mat(n, n,C) nach Satz 14 definiert.
Beweis (2): Weil die Eintrige von e” konvergente Reihen von Eintrigen

von A sind.



Beweis (3): Die Gleichung AB = BA impliziert die binomische Formel
(A+ B)> = A2+ AB+ BA+ B? = A2 + 2AB + B? , allgemein

(A+B)" =" 0( )AkB" K. wobei (k) = e
Es folgt
eA-l—B:Zn 0,,1(A+B)n

- Z:io nl Zk:o (k) AkBn—k

_ o0 n 1 k pn—k

= 2 oZk o kA B

. 1 kpl symmetrlsch bzgl. A, B B+A
Z =0 k+l n k'l'A B



Beweis (4): Setze A := —B. Offensichtich, AB = BA(= —B?).
Dann folgt nach Teil (3): Id = &0 = eAA =eA. 74, also

e A = (eA)_1 :

Die Gleichung det(e?) = e2¢(A) bekommt man sofort, wenn A
eine Jordan-Matrix steht, wie wir vor dem Satz ausgerechet haben.
In dem Fall, auf der Diagonale von e? stehen e*, wobei \;
Eigenwerte sind. et<e(A) ist ebenfalls Produkt von
Exponentialfunktionen von Eigenwerten (mit Vielfachheiten). Da
det und trace nicht von Wahl der Basis abhangen, gilt die
Gleichung det(e?) = et2e(A) fiir alle A.

Beweis (5): Hier rechnet man mit gliedweiser Differentiation
folgendes aus:

jt( ) = Zioo kltk Al = D ke ocfikl - A

—Zk 1dtk| ko tk tAK

S SE R R



Anwendung: |6sen von linearen Gleichungssysteme mit

konstanten Koeffizienten

ui(x)
Fiir eine gegebene n x n-Matrix A gesucht wird ein Vektor u = ( ; )

u,,.(x)

dessen Eintrage u; Funktionen von x sind, s.d.
(x) u'(x)=Au

uy (%) uy(x)
d.h.,( ; )—A( ; )
() un ()
Bsp. Fiir n = 1 ist (%) die bekannte Gleichung v'(x) = au(x), und deren
Losung ist u(x) = e
wobei C eine Konstante ist.

(x) ist eine duBerst wichtige Gleichung in Physik, und kommt
selbstverstandilch im Kurs gewdhnliche Differentialgleichungen vor.
Nach Satz 16 I6st

u(x) == e™C ()

diese Gleichung , wobei C ein (konstanter) Vektor ist. Nach Satz von
Satz von Picard-Lindeléf (kommt noch im Kurs gewohnliche
Differentialgleichungen) haben alle Lésungen von (x) die Form (xx).



Neues Thema: affine Geometrie

Definition 11 Affiner Raumuber einemK-Vektorraum V ist die Menge
A # @ mit einer Abbildung+ : A xV — A, fur die gilt

(A1) for alle ac A, v,w €V gilt
(a+Vv)+w=a+ (V+w)
N——
Ubliche Addition von Vektoren
(A2) fur alle a,a € A existiert genau ein eV s.d. & =a; +Vv (Der

Vektor v wird a;ay) bezeichnet.

Die Dimensiondes d&finen Raums ist die Dimension des V. Die Elemente
von A hei8enPunkten

StandardBsp. Sei V ein K-Vektorraum. Wir setzen A = V. “+" sei die
tibliche Addition in V. Das ist ein affiner Raum:

(A1): (a+V)+w =a+ (V+ W) entspricht Assoziativitdt der Addition,
(Az) entspricht der Existenz der eindeutigen Inversen

eindeutig

(weil x =y +V <=V = "a-—a.)



MotivationsBsp: & = Ubliche (,,Schulgeometrische“) Ebene, V —
die Menge von geometrischen Vektoren (geordneten Strecken) mit
Anfang in A;, "+ sei die Addition von Vektoren und Punkten auf der

Ebene Sei A c &£, v = A;B; sei ein Vektor auf &,. E)ie Summe A+ v
ist ein Punkt B € £ so dass die geordnete Strecke A, B gleich ( = parallel
und hat die gleiche Lange und die gleiche Richtung) zu Vv ist.

Addition von Vektoren und Punkten

Eigenschaft (A;): A sei ein Punkt, V, i seien Vektoren. Es gilt:
(A+V)+u=A+ (d+ V).

Eigenschaft (Ay): Fir A, B € £ gibt es genau einen Vektor (mit Anfang
—
in Ap), der zur geordneten Strecke AB gleich ist.



Lass uns noch einmal Eigenschaften (Al), (A2) ansehen.

(A1) firalleacec A, v,we Vgilt (a+v)+w=a+(v+w)

(Az) fir alle a1, ap € A existiert genau ein v € A s.d. a, = a; + v (Der
Vektor v wird aja;) bezeichnet.

Falls wir einen festen Punkt a € A gewahlt haben, ist A “fast” ein
Vektorraum: jedem aj ist eindeutiges aa; zugeordnet.



Plan fir Heute

Theorie von affinen Raumen Theorie von Vektorraumen (LAAG 1)
» Affiner Raum » Vektorraum (Vorl.9)
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> Affine Abbildungen > Koordinaten (Vorl 11-12)
» Affine Koordinaten » Lineare Abbildungen (Vorl. 12-13)
» Hauptsatz der affiner » Hauptsatz der linearen Algebra
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Lemma 5 Fur a//e a,a,ar,az € A gilt: a+ 0=a, 22 =0,

— N —>

a1a, = —apai, a1as + axa3 = a1as.

Beweis: Hausaufgabe.

Def. 12 Sei A ein affiner Raum iiber K- Vektorraum V. Eine Teilmenge

U C A heiBt ein affiner Unterraum, falls ein Untervektorraum Vi, und ein
ap € A existieren so dass

U=1{ag+ v, wobeive Vy }

dim(U) := dim(Vy,). Die affine Unterrdume der Dimension 1 heiBen
Gerade, die affine Unterrdume der Dimension 2 heilen Ebenen.Falls V
n-dimensional ist, die affine Unterrdume der Dimension n — 1 heilBen

Hyperebenen.
Triviales Bsp. Jede 1-Punkt-Menge {a} C A ist ein affiner Unterraum

(Weil {0} ein Vektoraum ist, und a + 0 hem: 5 a ) der Dimension O .
A selbst ist auch ein affiner Unterraum, da nach (A;)

{ap+v, wobeiveV }=A  dim(A)=dm(V)

Bemerkung Affiner Unterraum U ist ein affiner Raum iiber Vi,



Bsp. Unterraume von &,

Unteraume von Ebene

A Punkt ist ein 0-dim. aff. Unterraum

B
O

Gerade={ B+ t v, wobei t aus R ist} ist ein 1-dim. aff. Unterraum

=Hyperebene

Die ganze Ebene ist ein 2-dim. aff. Unterraum



Bsp. Unterraume von Ej

Unteraume vom Raum

Gerade={ B+t v, wobei t aus R ist}

o Punkt ist ein 0-dim. aff. Unterraum o .
A ist ein 1-dim. aff. Unterraum

Der ganze Raum

ist ein 3-dim. aff. Unterraum

Die Ebene {C+tv +r w, wobei t,r aus R sind}

und v, w linear unabh&ngig sind

ist ein 2-dim. aff. Unterraum

ist ein Hyperebene



Lemma 6 Sei U/ C A affiner Unterraum (d.h.
U={ag+ v, wobeive Vy }). Nehme a; € U. Dann gilt:
U=1{a;+v, wobeiveVy,}

In Worten: als Fusspunkt konnen wir einen beliebigen Punkt des
Unterraums wahlen.

Geraden {A+ tv},
{B+t v}, {C+t v}
sind gleich

Beweis.Wir zeigen: jeder Punkt a aus {ap + v, wobei v € Vi, } liegt
auch in {a; + v, wobei v € Vj, }. Tatsdchlich, a = ag + v, wobei

v € V. Dann ist

Lem.5 ~ Lem.5 (A1)
ag+v = a+v+0 = ag+ v+ agas +aag =

(ag + a0a1) + (v + atag) € {a1 +u, wobei uc Vy }.

dai e Vy
Ahnlich, jedes a aus {a; + v, wobei v € Vi, } liegt auch in
{ag + v, wobei v € Vi, }. Also, die Mengen sind gleich.




Lemma 7 Sind Uy, U, affine Unterrdume s.d. Uy (\U> # D, so ist
Uy (NUy auch ein Unterraum und Vi, (v, = Vi () Vi, -

Beweis: Wiahle ag € U; ((U>. Nach Lemma 6 gilt

Uy ={ap + v, wobeive Vy},

Uy ={ap + v, wobeive Vy, }.

Dann Uy (U = {ag + v wobei v € Vi, (| Vi, }-

[]



Bsp. Betrachte den affine Raum aus StandardBsp, wobei V = K". D.h.,
A =V = K" und die Addition ist die iibliche Addition in K". Sei

A € Mat(m, n,K). Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b.
Angenommen, das System is |osbar.

Dann ist die Losungsmenge U ein Unterraum und Vi; = Kerny,.
Tatsachlich, nach Satz 47(b) LAAG | ist die Lésungsmenge

{X + v wobei v € Kerng, }.



Affine Abbildungen

Definition 13 Seien A, A, affine Raume iiber V1, V,. Eine Abbildung
F : Ay — A, heiBt affin, wenn es eine lineare Abbildung f : Vi — V5
existiert, so dass fg’ir jede a, b € Aq gilt

f(ab) = F(a) F(b). (+)
Eine bijektive affine Abbildung heiBt Affinitat oder ein affiner
Isomorphismis

Bedienung (*) umformulieren: fiir alle a; € A;, v € V4 gilt
F(ai+v) = F(a1) + f(v). (%)

Lemma 8

Affine Abbildung F ist Affinitat <= f ist ein Isomorphismus.

Beweis <. Bijektiv = surjektiv und injektiv

f sei injektiv. Betrachte a # b € A;. Nach Lemma 5 ab + 0. Dann ist
F(a) F(b) = f(ab) # 0. Dann ist F(a) # F(b), also F ist injektiv.

f sei surjektiv. Betrachte a; € Az, a» :== F(a1) € A,. Nach (Ay) gilt:

A1 :={a1+wv; wobeiv; € Vi} und A :={ax+ v, wobei v, € V,}.
Da alle v, € V, Bilder von Elementen von V; sind, und wegen (xx) ist
Bilde = A,. Also, ist f bijektiv, so ist F auch bijektiv.




Definition 13 — noch einmal Seien A;, A, affine Raume iiber V1, V5.
Eine Abbildung F : A1 — A, heiBt affin, wenn es eine lineare Abbildung
f: Vi — VW, existiert, so dass fiir jede a, b € A; gilt

f(ab) = F(a) F(b). (+)
Eine bijektive affine Abbildung heilst Affinitat oder ein affiner
Isomorphismis

Bedienung () ist dquivalent zu:
F(ai + v) = F(a1) + f(v). (%)
Beweis —. Sei F injektiv. Betrachte u # v € V; und a; € A;. Nach

(A2) gilt a1 + v # a1 + u. Dann ist F(a; + v) # F(a; + u); also
F(a1) + f(v) # F(a1) + f(u), also f(v) # f(u), also f ist injektiv.

Sei F surjektiv. Betrachte ein beliebiges v, = é?bg) € V5. Da F surjektiv,
ist ay = F(a1), by = F(by) fiir irgendwelche a;, by € A;. Dann ist

AN
7

— 7y (%) : . o
f(aib1) = F(a1) F(b1), also v» € Bildy, also f ist surjektiv. ]




Bsp. (Paralellverschiebung) SeiAd; = A, = Aund V; = V, = V. Sei
vo € V ein fester Vektor. Dann ist die Abbildun§ : A — A,

F(a) := a+ vy affin. In dem Fall istf = Id. Tatsachlich, F(a) F(bj ISt der
Vektorw € V s.d. F(a)+ w= F(b). Da F(a)= a+ vy, F(b)= b+ vy
st F(a)+ w=a+ v+ w=a+ w+ vy= F(at+ w). Also, f(w) = w.
Eine solche Abbildung heiSitranslation (oder ParallelverschiebungSie
Ist ein Affinitat nach Lemma 8.

HauptBsp. Seiena; € A, a» € Ay, f . V1 — V, sei eine lineare
Abbildung. Dann ist

F: A — Ay , F(a):= ay+ f(313)

eine dfine Abbildung.
Tatsachlich, F(a; + v) = F(a1) + f(v).
Also, alle affine Abbildungen sind wie in HauptBsp.

In Worten: Jede dfine Abbildung ist eine Verkettung von einer
Translation und einer linearen Abbildung



Def. 14 Sei A affiner Raum iiber K- Vektorraum V, dim(V) =n > 1.
Ein (n+ 1)-Tupel (a, ..., a,) von Punkten ay, ..., a, aus A heil3t
Koordinatensystem fiir A, falls die Vektoren agai, agaz, agas, ..., 3gan
linearunabhangig sind (und damit eine Basis von V bilden). Ist x € A ein
beliebiger Punkt, so gilt

n

— —

doX = E X; dod;
=1

mit durch x eindeutig bestimmten x; € K. Diese x; heillen die

X1
Koordinaten von x bzg. Koordinatensystem (ag, ..., an), und () heiBt

Xn

der Koordinatenvektor von X.



Koordinaten auf einer Gerade

Gerade = 1-dimensionaler affiner Raum
Koordinatensystem besteht aus N+ 1 = 2 Punkten (&g, a1) s.d.

a 7 .
Koordinatenvektor eines Punkts a besteht aus einem Zahl X s.d.
ao + Xaa = a
—o—+o ® ®
b a a a
Punkt | Koordinate
] 1
ao 0
a 2
b -1/2




Koordinaten auf einer Ebene

Ebene = 2-dimensionaler affiner Raum

Koordinatensystem besteht aus n+ 1 = 3 Punkten (ag, a1, a2) s.d.
{aoa1, agai} linear unabhingig sind. Nach Hausaufgabe 2a, Blatt 7
LAAG | bedeutet dies das aga; agas nichtproportional sind.
Koordinatenvektor eines Punkts a ist (2) s.d. ag + x130a; + X230a3 = a

Fir a auf dem Bild: (}) Far b: (}') Firc: (')

2




Frage Wann sind d&fine Koordinaten auf dergblichen) Ebene
cartesisch?

Antwort Wenn die Strecken (ag,a;) Lange 1 haben und paarweise
orthogonal sind.

Weil in dem Fall das Parallelogramm apCiCG, ein Rechteck ist, und
deswegen die Punkte 1, C, sind Proektionen des ¢ auf die Geraden
apd;, apd. Da die Lange von AV gleich |\||V] ist, sind die
Koordinaten von ¢ die Langen von (&g, C1), (89, C2) (mit
vorzeichen)

ay
C
RN
% o o——»o



Satz 17(Haupsatz der affinen Geometrie) Sei A;, Ay zwei
affine Raume der gleichen Dimension n (iiber K— Vektorrdume V4
bzw. V). Seien (ay, ...an) und (by, ..., b,) die Koordinatensysteme
in A1 bzw. A,. Dann existiert genau eine affine Abbildung

F: A1 — A s.d. F(aj) = b;. Diese Abbildung ist Affinitat.
Beweis. Nach Deflnltlon sind (agai, apas, 30a3, ..., aoan) und

(bobl, bobz, b0b3, . bob ) Basen von Vj bzw. V5. Nach Satz 30
LAAG | (Vorl. 12) gibt es genau eine lineare Abbildung f, so dass

f(aga;) = bob;. Da die Tupel Basen sind, ist f ein Isomorphismus.
Betrachte die Abbildung

F:A; — A>, F(a):= by + f(20a) (aus dem HauptBsp.)

Die Abbildung ist eine Affinitdt nach Lemma 8. Z.z.: F(a;) = b;.
F(ag) = bo, da a0ag "= 0 und by + F(0) " by

F(ai) = F(ao + a0a;) = F(ao) + f(308;) = bo + bob; = b:.



Folgerung Alle affine Raume (iiber K — Vektorraum) der
gleichem endlichen Dimension sind affin isomorph.

Diese Aussage erlaubt, alle Probleme der (endlichdimensionalen)
affinen Geometrie in einem K" zu betrachten.

Lass uns alle affine Abbildungen von A; nach A, beschreiben.

Satz 18 Seien A; = K", Ay = K™ Standard-Raume (sie sind
affine Raume jeweils iiber K", K™). Dann jede affine Abbildung
F: A1 — Ay kann man als F(x) = a+ Ax, wobei a € K™ und
A € Mat(m, n,K) sind.

Beweis. Setze a = F(0). Da 0+ x = x, ist

F(x) = F(0+ %) &) F(0) + f(x) = a1 + Ax fiir eine Matrix

A € Mat(m, n,K). []



Wiederholung: Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems ein
affiner Unterraum ist.

Satz 19 Sei U ein affiner Unterraum von Standard-Raum K". Dann
existiert ein m < n, m € N, eine Matrix A € Mat(m, n,K) und ein
b € K™ s.d. die Losungsmenge von Ax = b ist U.

Beweis. Sei k := dim(U). Man betrachte eine Basis (vy, ..., vx) von V.
Nach Basiserganzungssatz (Folgerung (c) Vorl. 11 LAAG 1) gibt es eine
Basis (v1, ..., Vk, W1, ..., W) von V, wobei m = n — k. Man betrachte die
lineare Abbildung f : K" — K™, die die Vektoren vy, ..., v, auf 0, und die
Vektoren wy, ..., w,, jeweils auf Standard-Basisvektoren e, ..., e, € K™

abbildet (Existiert nach Satz 30 Vorl 12. LAAG I). Sei A € Mat(m, n,K)
deren Matrix. Nehme ein a € U/ und setze b = Aa.



Wir zeigen: U ist die Losungsmenge von Ax = b. Wir zeigen
zuerst: Kerng = V4.

Luerst Vi C Kerng: Tatsachlch, jedes v € Vj, ist eine
Linearkombination Zf-;l Aivj und deswegen

F(v) = F(O0  hivi) = S5 Xif(vi) = 0%, A0 = 0. Also jedes
v € Vyy liegt in Kerny.

Wir zeigen: Vi O Kerns (jeder Vektor w € Kerny liegt in Vy,. Da
(vi,..., Vg, Wi, ..., Wp,) eine Basis in V ist,

w=>"_\v + 2.1 #jw;. Dannist f(w) =

F(ig Aivi) + 2 mw) = 0+ 27, wif (wy) = Y74 ey
Also, aus f(w) = 0 folgt 21:1 pjej = 0; dann alle 1 = 0; dann
w € Vyy. Also, Kerns = V.

Wir haben b so kostruiert, dass Aa = b ist, also a ist die Losung
von Ax = b. Nach Satz 47(b) LAAG | ist die Losungsmenge
{a+ v wobei v € Kerng} = {a+ v wobei v € V;;} =U. ]



Affine Eigenschaften (K = R, falls nicht explicit erwahnt.)

Def. 15 Sei M eine Teilmenge eines affinen Raums A iiber V (iiber K).
Eine Eigenschaft der Menge M heiBt affin, wenn fiir jede Affinitat
F:A— A; die Bildmenge {F(a)wobei a € M} auch diese Eigenschaft
hat.

Bezeichnung Die Bildmenge einer Menge M unter der Abbildung F
werden wir Bilde(M) = {F(a) wobei a € M} bezeichnen.

Bsp. Eigenschaft ,Unterraum zu sein” ist eine affine Eigenschaft.
Tatsachlich, man betrachte einen Unterraum U C A. Ist F ein affiner
Isomorphismus, so ist F(a) = F(ag) + f(a0a); da Bilds(Vy) ein
Untervektorraum ist, ist Bildg(U) ein Unterraum.

Bsp. Eigenschaften , Gerade , Ebene, oder Hyperebene" zu sein sind
affine Eigenschaften. Tatsachlich, nach Definition 12 ist

Gerade Unterraum der Dimension 1
Ebene Unterraum der Dimension 2
Hyperebene | Unterraum der Dimension n — 1

Da die Isomorphismen die Dimension des Untervektorraums erhalten, ist
Bild einer Geraden, Ebenen oder Hyperebenen jeweils eine Gerade, Ebene
oder Hyperebene.



Bsp. Eigenschaft aus 3 Punkten zu bestehen ist eine affine
Eigenschaft.

Definition 16 Seien ag, a1 € A. Die Strecke mit Endpunkten ag,
a1 ist die Menge {ag + A\aga; wobei 0 < )\ <1 +. (ist sinnvoll nur
wenn K = R ist)

o~ a

a
0

Bsp. Eigenschaft einer Strecke zu sein ist auch eine affine
Eigenschaft.

Tatsachlich, fiir jeden Punkt einer Strecke
{ag + Aaga wobei 0 < A\ <1} gilt

Flao + Aaoar) ™2™ Fa0) + M (303])

_—
AF(ap)F(a1) nach (*) in Def. 13

Dann ist die Bildmenge {F(ag) + \F(ag)F(a1) wobei0 < A <1}
auch eine Strecke.




Def. 17 Seien Uy, U, Unterrdume von A (man kann es iiber einem
K-Vektorraum V' definieren). Sie heiBBen parallel zu einem anderen, falls
Vul C Vu2 oder Vuz - Vul.

Auf der Ebene

Gerade ist parallel zu
sich selbst und zu jeder Geraden
deren sie nicht schneidet

Punkt is parallel
zum jeden Unterraum

Ebene ist parallel zu jeden Unterraum

Bsp. Jeder Unterraum ist zu sich selbst, zum ganzen Raum und zu
einem Punkt Parallel.

Einfach zu sehen: Seien Uy, U, parallele affine Unterraume. Dan gilt:
entweder enthalt ein Unterraum den anderen, oder sie haben keine
Schnittpunkte.

Bsp. Eigenschaft aus zwei Unterrdaume zu bestehen, die keine
Schnittpunkten haben ist eine affine Eigenschaft.



Definition 18  Sei (a, b, ¢) ein Tripel von Punkten in A.
1. Die Punkte a, b, c heiBen kollinear, falls sie auf einer Geraden
liegen.
2. Ist (a, b, c) ein kollineares Punktetripel und a # b, so heilit der

durch die Gleichung ac¢ = \ab eindeutig bestimmte Skalar A das
Teilverhiltnis des kollinearen Punktetripels (a, b, c), bezeichnet
durch TV (a, b, c).

Bsp. ¢ heiBt der Mittelpunkt der Strecke (a, b), wenn TV(a, b, c) = %
gilt (hat sinn falls % — 271 wohldefiniert ist, also falls 1 +1 # 0 ist.) Das

Ist dquivalent zu ¢ = a + 5ab.

® ° ° TV(a,b,c)=1/2



Bsp. In R’ sind a= ?) , b= G’) und ¢ = G) kollinear.
—
a

Wegen ac¢ = ((1)) =zab=1 (8) gilt TV(a,b,c) = 3.

W=

Geometr. Bedeutung: Sei A = &. Dann gilt:

Léange(a, c)
Linge(a, b)

| TV (a, b, c)| =

Ferner gilt: liegt ¢ auf der Strecke a, b, so ist 0 < TV(a, b,c) < 1.
liegt a auf der Strecke b, ¢, so ist TV(a, b,c) < 0. liegt b auf
der Strecke a, c, so ist TV(a, b,c) > 1.



Lemma 9 Sind (a, b, ¢) kollinear und F ein affiner Isomorphismus, so
sind (F(a), F(b), F(c)) auch kollinear; ferner gilt:
TV(a, b,c) = TV(F(a), F(b), F(c)).

In Worten: Affinitaten erhalten Kollinearitat und das Teilverhaltnis.
Beweis. Liegen a, b, ¢ auf einer Geraden G , so liegen F(a), F(b), F(c)
auf der Bildmenge Bildg(G). Da Bilde(G) wieder eine Gerade ist, sind
F(a), F(b), F(c) kollinear.

Nach Definition 18 ist

a¢ = TV(a, b, c)ab.

Nach Definition 13 ist F(a)F(c) = £(a2) und F(a)F(b) = f(ab). Also,

F(a)F(c) = TV(a, b, c)F(a)F(b),

also TV(F(a), F(b),F(c)) = TV(a,b,c)
Folgerung:

Punkt c ist der Mittelpunkt affine Eigenschaft
der Stecke (a, b)
Punkt c teilt die Stecke (a, b)

in Verhaltnis 2 : 1 affine Eigenschaft




Flacheninhalt einer Menge
Flacheninhalt der zweiten Menge

Ist eine affine Eigenschaft

In der Vorl. 16 LAAG | haben wir verstanden, dass eine lineare Abbildung
fa: € — &€ (wobei & die iibliche , Schulgeometrische” Ebene ist)
Flacheninhalt jeder Figure mit Faktor det(A) multipliziert.

Wir wissen dass jede Affinitat von £ nach & die Form

F(x) = F(a) + fa(ax) hat. Da die Translation (Parallelverschiebung)
offensichtlich den Flacheninhalt erhalt, multipliziert die affine Abbildung
Flacheninhalt jeder Figure mit Faktor det(A).

Flacheninhalt einer Menge
Flacheninhalt der zweiten Menge °

Deswegen erhalten die Affinitaten von £

Selbstverstandlich ist das Phdnomen mehrdimensional : in Dim(3) und in
Dim(n) (und in Lorenz-Geometrie) ist

Volum(Bilde(Menge)) = det(f)(Volum(Menge)) und deswegen

Volum(Bildr(Menge,))  det(f) - Volum(Menge;)  Volum(Menge,)
Volum(Bildg(Mengey))  det(f) - Volum(Menge;) — Volum(Menge,)




Wiederholung Eine Eigenschaft einer Teilmenge M C A heiBt affin,
wenn fir jede Affinitdt F : A — A; die Bildmenge

{F(a) wobei a € M} auch diese Eigenschaft hat.

Flacheninhalt der zweiten Menge

Punkt zu sein affin
Gerade (zu sein) affin
Strecke affin
Dreieck affin
parallele Gerade affin
Winkel (in & oder &3) zwichen zwei
Geraden ist gerade nicht affin
Lange einer Strecke (in & oder &3) ist gleich 5 | nicht affin
Punkt c ist die Mittelpunkt affin
der Stecke (a, b)
Punkt c teilt die Stecke (a, b)
in Verhaltnis 2 : 1 affin
Flacheninhalt (in & oder &3) nicht affin
Flacheninhalt einer Menge — 5 affin




Anwendung in der (Schul)geometrie

Wir sagen, dass eine geometrische Aufgabe affin ist, falls nur affine
Eigenschafen gegeben sind.

Um eine affine Aufgabe zu l6sen, konnen Sie zuerst eine passende
Affinitat anwenden. Wenn Sie dies klug genug tun, vereinfacht dies die
Aufgabe.

BspAufgabe. Beweisen Sie, dass die Seitenhalbierenden eines Dreiecks
(a) in einem Punkt schneiden

(b) dass der Schnittpunkt sie in Verhiltnis 2 : 1 teilt,

(c) dass die 6 Dreiecke, in denen die Seitenhalbierend das Dreieck teilen
gleichen Flacheninhalt haben.

Bemerkung  Hausaufgabe 4 ist die Verallgemeinerung von (a) und (c)
fuir 3-dim Fall.




Man betrachte eine Affinitat, die die Ecke des Dreiecks ABC in Ecken
eines regelmaBigen Dreiecks iiberfiihrt (existiert nach Satz 17). Die
Abbildung fiihrt die Seiten in Seiten iiber. Die Abbildung fiihrt die
Mittelpunkte der Seiten in die Mittelpunkte der Seiten iiber. Die
Abbildung fiihrt die Seitenhalbierenden in die Seitenhalbierenden iiber.
Da in dem regelmaBigen Dreieck die Seitenhalbierende in einem Punkt
schneiden, schneiden die Seitenhalbierende des urspriinglichen Dreiecks
auch in einem Punkt. (a) ist bewiesen.




F(a) F(c) ")

Da in einem regelmassigen Dreieck alle 6 Dreiecke in denen die
Seitenhlabierende das Dreieck teilen gleich sind, sind ihre Flacheninhalte
auch gleich, also

Flacheninhalt eines kleinen Dreieck

=1. (%)

Flicheninhalt eines anderen kleinen Dreiecks

Da dies eine affine Eigenschaft ist, gilt (x) auch fiir das ursprunglichen
Dreieck. (c) ist Bewiesen.



Man betrachte ein “kleines” Dreieck.

Da der Winkel F(a)F(a’) gleich 30° ist, ist

(', F(B))| = sin(30°) (', F(a))] = |(m', F(a))]. Da

(F(b),m")| = |(m", F(a))|, teilt der Punkt m’ die Seitenhalbierende
(F(b), F(b')) im Verhaltnis 2 : 1. Da Affinitdten die Teilverhdltnis
erhalten, teilt m die Seitenhalbierende (b, b’) im Verhiltnis 2 : 1. (b)
ist bewiesen.




Lemma 10 Sei A ein n—dimensionaler affiner Raum, U affiner
Unterraum und H affine Hyperebene. Gilt U (YH = &, so sind U und H
parallel.(Kérper ist K)

Bemerkung. Die Bedienung, dass H Hyperebene ist, also dass
dim(Vy) = dim(V) — 1, ist wichtig:
/wei veschiedene Gerade in &3 konnen

» parallel sein,
>

» windschief sein

-



Lemma 10 Sei A ein n—dimensionaler affiner Raum, U affiner
Unterraum und H affine Hyperebene. Gilt U (YH = &, so sind U und H
parallel.(Kérper ist K)

Bemerkung. Die Bedienung, dass H Hyperebene ist, also dass
dim(Vy) = dim(V) — 1, ist wichtig:
/wei veschiedene Gerade in &3 konnen

» parallel sein,
>

» windschief sein

Windschiefe Geraden sind nicht parallel, haben aber keinen Schnittpunkt.



Lemma 10 Sei A ein n—dimensionaler affiner Raum, U affiner

Unterraum und 'H affine Hyperebene. Gilt U (\H = &, so sind U und 'H
parallel.(Kérper ist K)

Widerspruchsbeweis. Angenommen sie sind nicht parallel. Man nehme
ein v € Vi, v € Vi. Man nehme eine Basis (hy, ..., h,—1) in Vi, und
betrachte {hy, ..., h,_1, v}. Die Menge ist linear unabhingig. Tatsachlich,
sel

)\1h1—|—...—|—)\n_1hn—1‘|‘)\V:6 (>|<)
Dann ist A = 0, sonst kann man v als Linearkombination von hq, ..., h,_1
darstellen, was die Voraussetzungen widerspricht. Dann ist (x) eine
Linearkombination der Elemente aus {hy, ..., h,_1} und ist trivial, weil
{h1,..., hy_1} linear unabhangig ist. Dann ist {hy,..., h,_1, v} linear
unabhangig, und deswegen eine Basis.

Nehmen wir ein a € U und ein b € ‘H. Da (hy, ..., h,_1, v) eine Basis ist,
gilt b= A\hy + ... + Ap_1hn_1 + Av. Dann

b=a+ Ah+..+ AX_1hp_1+ Av, und deswegen

b— (Aihti+ ...+ n_1hp_1) =a+ Av.  (xx)

Da be M und (A1hy + ... + Ap_1h,_1) € Vi, liegt die linke Seite von
(xx) in H. Da b € H und Av € Vy, liegt die rechte Seite von (xx) in U.
Also U N'H # @. Widerspruch beweist das Lemma, [ ]



Ziel: Moglich viele Begriffe mit Hilfe von Begriff , Gerade”

zu definieren

Plan

» Affine Unterraumen
» Affinitat



Strahlensatz

Bezeichung: Gy, p, :={b1 + A[Tb; | A e K} =
(Eindeutige) Gerade, die die Punkte by, by enthélt.

Satz 20 (Strahlensatz) Seien (a, by, c1) und (a, by, o) kollineare
Punktetripel auf verschiedenen Geraden durch a & {by, bo, c1,c2}. Dann

sind die Geraden Gy, ,, und G, ., genau dann parallel, wenn
TV(a, bl, Cl) = TV(a, b2, C2).




Def. 17 — Wiederholung Seien Uy, U, Unterrdume von A (man kann
es iiber einem K-Vektorraum V definieren). Sie heiBBen parallel zu einem
anderen, falls Vi, C Viy, oder Vi, C Vi, .

Lemma 10 — Wiederholung Sei A ein n—dimensionaler affiner Raum,
U affiner Unterraum und 'H affine Hyperebene. Gilt U (\H = &, so sind
U und H parallel.(Kérper ist K)

Haben zwei Geraden auf der Ebene
keine Schnittpunkte, dann sind sie parallel




Strahlensatz

Satz 20 (Strahlensatz) Seien (a, b1, c1) und (a, by, cp) kollineare
Punktetripel auf verschiedenen Geraden durch a ¢ {by, ba, c1,c2}. Dann

sind die Geraden Gy, ,, und G, ., genau dann parallel, wenn
TV(a, bl, C1) = TV(a, bz, C2).

Wiederholung. Ist (a, b, ¢) ein kollineares Punktetripel und a # b, so

heiBt der durch die Gleichung 3¢ = Aab eindeutig bestimmte Skalar A

das Teilverhdltnis des kollinearen Punktetripels (a, b, ¢), bezeichnet durch
TV(a,b,c).



i c,

Beweis. Nach Def. 18 gilt TV(abia)=xr <= ac =Aab
TV(a,by,cp) = p <= ac; = paby

Nach Def. 17 die Gerade Gp, p, und G, ., sind parallel g.d.w. c1¢ und

b1 by linear abhangig sind. Aus + 16 = ac, folgt
N N — — —_—  —
C1Cr = acy — = pab, — und ebenso bib, = ab, — ab;. Dann

. ——
acic + Bbiby =0 <—
— — —_—  — — —
a(paby — )\abl_)>+ ﬁ(ab_2>— aby) = (ap + B)aby — (A + B)aby = 0. Da
die Vektoren ab, und ab; = 0 linear unabhangig sind, ist dies dquivalent
zu dem linearen Gleichungsystem { g’;igjg auf Unbekannten «, (.



Das System { ez

8 in Matrix Form:

w 1\ fa (0
A 1)\pB) \0o)°
Falls A\ # p, ist die Matrix nichtausgeartet, weil

1
det (’; 1) = (u—2A) #£0.
Also, falls \ # p ist, gibt es nur triviale Lésung, was bedeutet dass ¢ ¢,

und ?bz> linear unabhangig sind und deswegen die Geraden Gy, 5, und
U, ¢, nicht parallel sind. Falls A = p ist, dann gibt es auch nichttriviale
Losungen (nach Satz 47(a) LAAG 1) z.B. a =1, 8 = u, und deswegen

sind c1¢; und by by linear abhingig, und die Gerade parallel.



Def. 19 Sei M # & eine Teilmenge des affinen Raums A. Sie heiBt affin
abgeschlossen, falls M mit je zwei Punkte a # b auch die Gerade
Gab = {2+ A\ab wobei \ € R} durch a und b enthilt.

Bsp. Ein affiner Unterraum ist eine affin abgeschlossene Teilmenge.

Bsp. einer affin abgeschlossene Teilmenge, die keinen Unterraum ist:
Man betrachte den Z,-Vektorraum (Z3)? und einen affinen Raum iiber
(Z2)?. Nach Hauptsatz 17 kénnen wir denken, dass der affine Raum auch
(Z»)? p, wie in StandardBsp.

©.1) (1.1)
® ®
® ®
(0.0) (1,0

Nach Definition 12 bestehet die Gerade, die die Punkte a, b enthalt aus

aller Punkten der Form a+ Aab. Da \ € {0, 1}, besteht die ganze Gerade
nur aus 2 Punkte a und b.
Deswegen ist jede Menge in (Z;)? affin abgeslossen.

Aber die Menge (Z3)? \ {(0,0)} ist kein Unterraum (weil die Punkte
(1,0),(1,1),(0,1) ein Koordinatensystem bilden; also jeder diesen
Punkten enthaltenden Unterraum muss mit (Z;)? zusammenfallen. )



Def. 19 Sei M # & eine Teilmenge des affinen Raums A. Sie heil3t
affin abgeschlossen, falls M mit je zwei Punkte a # b auch die Gerade

Gap = {a+ \ab wobei A € R} durch a und b enthiit.

Satz 21 Angenommen, in der Kérper K gilt: 1 +1 # 0. Dann gilt: eine
affin abgeschlossene Teilmenge M des affinen Raums A (iiber K-
Vektorraum V') ist ein (affiner) Unterraum.

Beweis. Angenommen, M ist affin abgeschlossen und ag € M.

Z.z.: U:= {394 wobei a € M } ein Unterraum ist. (Weil

M :={ap+ u wobei u € U}).

Zz:. (i)Istve U, soist A\v € U. (i) Sind v,w € U, soist v + w € U.
Wir zeigen (i). Es gilt: 0 = 20ag € U. Sei v € U, v # 0, d.h. v = 292 fiir
a € M, a+# ag. Dann liegen alle Punkte der Geraden
Gay.a = {a0 + Aaga wobei A € R} in U, also \aga € U.

Wir zeigen (ii). Seien v = 294 € U, w = agh € U mit a, b € M. Gilt

v = w, so folgt nach (i) v+ w =2v € U. Wir kénnen also annehmen,

dass v # w und damit a # b. Nach Voraussetzungen gilt dann G, , C M.
— — —

Wegen ab = + agb = + apb = w — v gilt dann

Gap ={a+A(w—v) wobei A € R} = {ap+(1—A)v+Aw wobei A € R}.

Fiir A = 1 erhalten wir ag + (1 — 1)v + 2w = ag + Sw

=ap+ 3(v+ w) € M, also (v + w) € U. Nach (i) folgt

2-3(v+w)eU. ]



Fundamentalsatz der reellen affinen Geometrie

Satz 22 (Fundamentalsatz der affinen Geometrie (iiber R)) Seien
A, Ay affine Raume iiber den R-Vektorraumen V, V. Sei dim(A) > 2
und F : A — Ag eine Bijektion, die Geraden auf Geraden abbildet. Dann
ist F eine Affinitat.

Der nicht ganz einfache Beweis wird durch eine Reihe von Hilfslemmata
(1 -5) und einem Lemma (Lemma 11), das auch fiir Zukunft wichtig
wird, erledigt. Wir nehmen stets an, dass F wie im Satz ist, also

> bijektiv ist, und

» bildet Gerade auf Geraden ab .



HilfsLemma 1. Sei £ C A eine affine Ebene. Dann ist Bilde(E) C Ay
auch eine affine Ebene.

Beweis. Sei (ag, a1, a2) ein Koordinatensystem fiir £. Dann ist g.,,.,! Gag,sp = {20}

F(al)

F(a0)

F(a2)

Da F injektiv ist und Bl'/d/:(gaoyal) = Qp(ao)f(al),
Bi/dF(gaO’a2) - gF(ao)’F(az)v fo'gt gF(ao),F(al) m gF(ao),F(a2) = {F(ao)}
Deshalb existiert genau eine Ebene & C Ag, die Gr(4),F(a) und
GF(a0),F(2,) €nthalt. Wir zeigen: & 2 Bildr(&o).
Ist a € £\ Gay.a, N G220 SO existiert eine Gerade G C £ mit a € G, die
Ga0.2, UNd G, 5, schneidet.
Da F Geraden auf Geraden abbildet, folgt F(a) € Bildr(&). Da die
Gerade Bildr(E) zwei Punte der Ebene £ enthilt, liegt sie auf der Ebene;
deswegen liegt der Punkt F(a) € &.
Damit haben wir Bildr(E) C & bewiesen. Da die Umkehrabbildung F~1 auch
eine Bijektion ist, die Gerade auf Geraden abbildet, gilt & C Bilde(E), O



HilfsLemma 2. F bildet parallele Geraden auf parallele Geraden ab.

Im Beweis benutzen wir Lemma 10 : in jeder Ebene £ sind zwei
Geraden ohne Schnittpunkte parallel.

Beweis. Seien G; # G, parallele Geraden in A. Dann existiert eine
Ebene £ C A mit G; C £.

Z

Nach HilfsLemma 1 ist dann Bildr(E) auch eine Ebene & C Aq. Da F
Gerade auf Geraden uberfiihrt, sind die Bilden von G; Geraden in &.

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
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Da F bijektiv und deswegen injektiv ist, haben sie keine Schnittpunkte
und sind deswegen nach Lemma 10 parallel, 0



Plan des Beweises des Satzes 22

Um den Fundamentalsatz 22 zu beweisen, wahlen wir einen festen
Punkt ag € A, setzen aj := F(ap) € Ao, und definieren
G : V — V, durch: Fiir alle v € V gelte

F(ap + v) = ag + G(v)

(oder, was dasselbe ist:

T

G(a03) = apF (3)).

Ziel: Wir werden beweisen, dass G eine lineare Abbildung ist; d.h.,
dass G(v + w) = G(v) + G(w) Wir werden zwei Fille betrachten:
v und w sind linear unabhéngig (Hilfslemma 3), und v = Aw
(HilfslLemma 4).

und G(Av) = AG(v).
Dann wird F eine affine Abbildung nach Def. 13



HilfsLemma 3. Seien v, w € V linear unabhangig. Dann gilt:
G(v+w)=G(v)+ G(w)
Beweis. Wir betrachten die Geraden

Ebene{a0+tv +rw}

G, ={ao+tv |t eR},

QW:{aO—i—tw\ tER},

die einander im Punkt ag schneiden, und die Geraden
G,={ap+w+tv|teR}, und

G, ={a+v+tw|teR}

die einander im Punkt ag + v + w schneiden

Wir werden jetzt die Bilder von Geraden betrachten



jan +  wHv
,f'
# F
w 7 ——l
a, v v 7

Ebene { a0+t v +rw} Bild von Ebene { a0+t v + r w}

Da G, parallel zu G, := {ag + tv|t € R} ist, ist nach HilfsLemma 2 auch
Bildg(G,) parallel zu Bildr(G,). Wegen

F(ap + w) = aj + G(w) € Bilde(G)) und a} € Bilde (G, ),

F(ap + v) = a;, + G(v) € Bildr(G,) gilt

Bildr(G.) = {ap + G(w) + tG(v)|t € R} und analog

Bilde(G),) = {a + G(v) + tG(w)|t € R}

Da F injektiv ist und G, und G,, einander genau in ag schneiden, gilt
Bilde(G.) N Bilde(G,,) = {ay}. Deshalb sind G(v) = F(ap)F(ao + v) und
G(w) = F(ap)F(ap + w) linear unabhangig. Da G(v) bzw. G(w)
Richtungsvektoren von Bildg(G,,) bzw. Bildg(G,,) sind, schneiden
Bilde(G.) und Bildg(G,,) einander genau im Punkt

F(ap + v+ w) = aj + G(v + w), dem Bild des Schnittpunktes von G,
und G/,. Andererseits zeigen die obigen Formeln fiir Bildr(G),) und
Bildg(G,,), daB auch ap + G(v) + G(w) € Bilde(G,) N Bildr(G),) ist.
Daraus folgt G(v + w) = G(v) + G(w), ]




Organisatorisches

Probeklausur bndet (voraussichtig) am 16.06 von 8D10 Uhr in
in HS1, HS4 Abbeanum statt.

Alle sind zugelassen; keine Anmeldung. Die Teilnahme ist
freiwillig. Bis zum 20% von Hausaufgabenpukte. Die
Erfahrung von letzten Jahren zeigt, dass es sich lohnt,
teilzunehmen.

Etwa 5 Aufgeben; davon 3 theoretische; eine davon wird
bestehen, einen wichtigen Satz aus der Vorlesung zu beweise
(die Liste von aichtigen SitzeO wird eine Woche vor der
Klausur bekannt gegeben.)

Keine Hilfsmittel zugelassen; Papier wird gegeben.

» Am Dienstag 17.06 werden dieskungen besprochen.
» Sie bekommen Ihredsungen wieder, nachdem wir sie

korrigieren.



Ziel: Fundamentalsatz der reellen affinen Geometrie

Satz 22 (Fundamentalsatz der affinen Geometrie (iiber R)) Seien
A, Ay affine Raume iiber den R-Vektorraumen V, V. Sei dim(A) > 2
und F : A — Ag eine Bijektion, die Geraden auf Geraden abbildet. Dann
ist F eine Affinitat.

Um den Fundamentalsatz 22 zu beweisen, wahlen wir einen festen Punkt
ay € A, setzen &) := F(ay) € Ao, und definieren G : V. — V durch: Fiir
allev e V gelte

F(ag + V) =a; + G(v)

(oder, was dasselbe ist:

G(a08) := aF(a))-

Ziel: Wir werden beweisen, dass G eine lineare Abbildung ist; d.h.,

dass G(V +w) = G(v) + G(w). Den Fall v und w sind linear unabhangig
haben wir gestern gemacht (HilfsLemma 3), und v = Aw (HilfsLemma
4).

und G(Av) = AG(V).

Dann wird F eine affine Abbildung nach Def. 13



HilfsLemma 4. Fiir alle v € V und alle A\, u € R gilt:

G(A\v) 4+ G(uv) = G((A+ p)v).

Beweis. Wegen Injektivitiat von F gilt G(0) = 0; deswegen geniigt
es, die Fille zu betrachten, in denen v # 0, A # 0 und p # 0 gilt.
Aufgrund unserer Voraussetzung dim(.A) > 2 existiert ein zu v
linear unabhangiger Vektor w € V.



1. Fall: A+ p # 0

Dann sind W und (A + p)Vv linear unabhangig und HilfsLemma 3 impliziert

GW+ A+ p)v) =G(w) + G((A+ p)v).
Da w + Av und wuVv linear unabhangig sind, gilt nach HilfsLemma 3

GW+ (A + p)V) = G(W + V) + G(uv) "= G(w) + G(AV) + G(uv).

Dann gilt

G(W) + G((A + p)v) = G(w) + G(AV) + G(uv).

Die letzte Gleichung impliziert die Gleichung

G(AV) + G(uv) = G((A + p)v).

Bemerkung. Wir haben Voraussetzung dim(.4) > 2 benutzt. Ohne
diese Voraussetzung ist der Satz falsch — Hausaufgabe.



2 Fall: A= —u

Da Av + w und —Av + w linear unabhangig sind, folgt aus HilfsLemma 3

G2w)=G((Av+w)+(-Av+w)) = GAv+w)+ G(—Av+ w)
G(Av) + G(w) + G(—Av) + G(w)
= 2G(w)+ G(A\v) + G(—=Av).

Nach dem 1. Fall fiir A = p := 1 gilt G(2w) = 2G(w); daraus folgt die
Behauptung G(Av) + G(—Av) = 0.



Ziel: G(\ - v)

HilfsLemma 5. Es existiert eine Funktion f : R — R , so daB fiir alle

v € V und alle A € R gilt: G(Av) = f(A)G(v).

Beweis. Wegen G(0) = 0 ist die Gleichung fiir v = 0 stets erfiillt, und
sie ist fiir A =0 und alle v € V erfiillt, wenn wir f(0) = 0 setzen. Wir
werden von jetzt v # 0 und A # 0 annehmen.

Da F injektiv ist, gilt F(ag+ v) = ay+ G(v) # aj. Nach Voraussetzungen
liegt F(ao + Av) fiir alle A € R auf der Geraden G ./ (v). Also existiert
(genau ein) f(A\,v) € R, so daB F(ap + A\v) = ap + (A, v)G(v) gilt.

Wir bemerken, daB TV/(ag, F(ap + Av), F(ap + v)) = ﬁ gilt. Um
HilfsLemma 5 zu beweisen, miissen wir zeigen, daB 7 (A, v) unabhingig
von v ist, d.h., daB fiir alle A #£ 0, v #£ 0, w # 0 gilt:

f(\v)=Ff(\w).



1. Fall: v und w sind linear unabhangig.

Dann betrachten wir die Geraden H :={ag + tv | t € R} und
J :={ag+tw |t eR} durch a9

F

S ﬁ\ \ %7 aw '\ \

Ebene { a0+ tv +rw}
Bild der Ebene { a0+ t v +r w}

und die Geraden G, .= G, ., . . , & = G 1av a0+2w, die nach
Strahlensatz 20 parallel sind. Nach HilfsLemma 2 sind dann Bild-(G,)

und Bildr(G;) auch parallel. Die andere Richtung des Stralensatzes
impliziert nun, dass

TV(ay, F(ao + Av), F(ap + v)) = TV(ay, F(ao + Aw), F(ap + w))

gilt. Daraus folgt 1f(§\ 5= f()\lw). Dann gitl f(\,v) = f(\, w).




2. Fall: w = pv.

In dem Fall wahlen wir ein von v linear unabhangiges z € V. Dann
gilt mit zweitfaches Anwendung des 1. Falls:

f(A\,v)="Ff(\z)=Ff(\w).

HilfsLemma 5 ist bewiesen.



Folgerung. f : R — R ist ein Korperautomorphismus, d.h., es gilt
(i) f(1) =1, und fiir alle \,p € R
(i) F(A) + F(p) = F(A+ p),
(i) FA-p) =£(A) - ().
Beweis. Wihle v € V' \ {0}. Da F injektiv ist, folgt
G(v) = F(ap)F(ap + v) # 0.
(i) G(v)=G(1-v) =f(1)-G(v) = (f(1)—-1)G(v) =0 = f(1) = 1.
(i) G((A+p)v) = F(A+p)G(v)

G((A+p)v) = GAwv+uv) "= GOW)+G(uv) = (FIN)+F (1)) G(v).

Diese Gleichungen beweisen f(\ + ) = f(A) + (p).
(i) G((Au)v) = F(Au)G(v)
G((Ap)v) = G(A(uv)) = F(A)G(pv) = F(A)F(1)G(v).
Diese Gleichungen beweisen f(\ - p) = f(A) - f(u), ]

Bemerkung. Nach dem Beweis von Satz 22 werden wir die Definition
von Korperautomorphismus nochmal ansehen.



Bisher wurde noch nicht benutzt, daB A, Ag reelle affine Raume sind.
(Wir haben nur benutzt, dass 1 + 1 # 2 ist, weil wir den Satz 21 benutzt

haben. )
Das folgende Lemma aber wire etwa fiir den Korper C (statt R) nicht

wahr — sieh Hausaufgabe 1.
Lemma 11. Die Identitdt f = Id ist der einzige Korperautomorphismus
von R.



Lemma 11. Die Identitdt f = Id ist der einzige Korperautomorphismus
von R.

Beweis. Sei f : R — R ein Korperautomorphismus. Die Additivitat von f
und f(1) =1 zeigen, daB f(2) = f(1+1)=f(1)+f(1)=1+1=2und
— induktiv — daB f(n) = n fiir alle n € N gilt. Aus
f(0) + f(0) = (0 + 0) = £(0) folgt £(0) =0 und aus
f(n+(—=n))=0=1f(n)+ f(—n) =n+ f(—n) fir n € N folgt f(n) =n
firalle ne Z. Ist n € Z \ {0}, so gilt

= f <1> = l

n n

1:f(1):f<"'%) :f(”)fG) :"f<%>

Verwenden wir nochmals die Multiplikativitdt von f, so erhalten wir

(&) = & firr alle p,q € Q. Weiter gilt Bildr(Rx0) C R0, denn aus

r>0 folgt £(r) = f(/r') = f(/r)? > 0.

Zusammen mit der Additivitat von f ergibt das r > s = f(r) > f(s),
d.h. f ist monoton wachsend. Ist schlieBlich r € R beliebig, so wahlen wir
Xi, ¥i € Q mit limx; = r =limy; und x; < r < y;. Dann f(r) = r aus
xi=f(x;)) < f(r) < f(y;) =yiund limx; = r =limy;, O



Zusammenfassung des Beweises des Satzes 22

Satz 22 Seien A, Ay affine Raume iiber den R-Vektorraumen V,
Vo. Sei dim(A) > 2 und F : A —A eine Bijektion, die Geraden
auf Geraden abbildet. Dann ist F eine Affinitat.

Wir wahlen einen festen Punkt ag € A, setzen aj := F(ap) € Ay,
und definieren G : V. — V{ durch: Fiir alle v € V gelte

F(ag+ v) = ap + G(v)

Wir zeigen, dass G eine lineare Abbildung ist:

HL 3,4: G(v +w) = G(v) + G(w).

HL 5: G(Av) = f(A\)G(v), wobei f : R? — R2 ein
Korperautomorphismus ist.

Lemma 11: f ist identitdt (d.h., G(Av) = AG(v). )
Dann ist G linear, und deswegen F ein Affinitat.



Korperautomorphismus f : K — K

In der Folgerung aus HilfsLemma 5 haben wir einen
Korperautomorphismus durch die folgende Bedienungen definiert:

(i) f(1) =1, und fiir alle \, p € K

(i) F(A) + F(p) = F(A+p),

(i) FA-p) = F(A) - F().
Wir zeigen, dass jedes f mit diesen Eigenschaften ein
Korperisomorphismus auf dem Bild von f ist: nach Definition (sieh Vorl.

1) ist f ein Korperisomorphismus , falls f : K — Bilds(K) bijektiv ist, und
Verkniipfungen erhalt: f(\) + f(u) = F(A+p), F(A-p) = F(A) - F(p).
Also, um zu zeigen dass Korperautomorphismus ein Kérpeisomorphismus

ist, miissen wir nur zeigen, dass f mit Eingenschaften (i), (ii), (iif)
bijektiv ist (als Abbildung f : K — Bild(K))



Wir zeigen zuerst, dass f(A\) =0 <= A =0.

In der Tat, sonst liefert 1 = (1) = f(A- A7) = F(\)-F(A"1) =0
~

ein Widerspruch. -

Wir konnen jetzt beweisen, dass die Abbildung f bijektiv ist.
Injektivitdt: angenommen, f(A) = f(u). Dann ist

0=f(A) = F(1) 2 F(A = p): dannist A — = 0.
Subjektivitat ist automatisch erfiillt, da der Bildmenge von
f : K — Bilds(K) das ganze Bilds(K) ist.



Schwerpunkt

Sei xq, ..., xx die Punkte eines a! nen Raums A iiber R, und
mi, ..., My € R>q so dass mind. ein m; > 0.
Def. Der Schwerpunkt von xi, ..., xx mit Massen my, ..., my ist der

Punkt a +

1 k v
K i1 Miax;.

Lemma 12 S_chwerpunkt hangt nicht von der Wahl von Punkt a ab.
Beweis.

Z Zmbx, = a—l— Zmbx,

= lm’ i=1 ZI 1m’ i=1
= a-+ Zm,ab—i—Zm,bx,)
Z —1 Mi (: 1

= a+Zm,-(a_15+ bx;)
i=1

k
—
= a—|—§ m;ax;,
i=1



Bemerkung. Eigenschaft ,, Schwerpunkt zu sein® ist eine affine
Eigenschaft: ist F : A —A geine affine Abbildung, dann ist
Schwerpunkt von F(x1), ..., F(xx) (mit Massen my, ..., my) ist Bild
des Schwerpunktes von xi, ..., xx (mit denselben Massen
mq, ..., mk)

1 k I=rIRY =TV
In der Tat, F(a) + SF m Z,'zl m;F(a)F(xi)
= F(a) + st iy mif (ax)

i=1Mi

=F g m;ax;
Z/ 1m’i 1

~N"~

-

Schwerpunkt von xi, ..., Xk



Schwerpunkt eines Dreiecks

Folgerung. Man betrachte die Punkte a, b, ¢ einen Dreiecks mit Massen
m; =1, my =1, m. = 1. Dann ist der Schwerpunkt der Schnittpunkt
der Seitenhalbierenden.

Beweis. Man betrachte eine Affinitdt F , die die Ecke des Dreiecks abc
in Ecken eines regelmaBigen Dreiecks iiberfiihrt




Lemma 13. Seien xq,...,xx und yi,..., ¥, Punkte; my,, ..., my, m,, ..,
m,, die Massen. Schwerpunkt von xp, ..., xx sei Sx; Schwerpunkt von
Yi,...,yr sei S,. Dann gilt: Schwerpunkt vom Paar von Punkten S, und
S, mit Massen Zf'(:1 my, und >, my, ist gleich Schwerpunkt vom
X1y ey Xky Y1, -y Yr mit Massen m,,, ..., my,, my,, ..., my,.

r

Beweis. Wir berechnen die beide Schwerpunkte, und stellen fest, dass
sie zusammenfallen. Nach Lemma 12 kdnnen wir einen beliebigen Punkt
als den Punkt a in der Formeln

1 k r
— —
a+ my.ax;i + » myay; | (%)
k r i Yi<7J

Doim1 My + ijl My; \ j=1 =1

wahlen; wir nehmen a = S,. Da S, Schwerpunkt von xi, ..., X, ist, ist
1 k ’ . k ’ ~
S+ = D1 My Sxxi = S« folglich ijl my. Syx; = 0.

i=1 My

Dann ist (x) gleich

1 s —

S« + g m,.S.y;

X k r Yi=x7J
Dim1 My + Ejzl My, \ j=1



Wenn wir Schwerpunkt von yi, ..., y, berechnen bekommmen wir

S, =S+ Zm}ﬁ <Y, also 5,5(= —=—— Z Zmyj xYjs
j=

11%11 yfjl

und deswegen

r r
k r : :myjsxyj - k r SYSX'
Z,’:1 My, + Zj:l My, \ j=1 2/21 My, + Zj:1 my,

Dann ist die Formel (x) gleich

k r
1 My, ~ > j—1 My, =
Sc+ — 2iz1 M J ’ Sy Sk,

_|_
r k r
Dim1 My + Zj:l my, D im1 My + ijl my;
und dies ist die Formel fiir den Schwerpunkt von zwei Punkte S, S, mit
k r
Massen >, mx, > iy my, n




Neues Thema: Konvexe Geometrie

Konvexitat ist ein Begriff, der in verschiedenen Zusammenhangen eine
Rolle spielt und sich als niitzlich erwiesen hat.

Wir werden im n-dimensionalen reellen affinen Raum arbeiten; nach
Hauptsatz der affiner Geometrie kann man annehmen, dass wir in R”
(iber (R",+,e) ) arbeiten.
In dem Fall gilt
Xy = y — X
—~—

als Elemente von (R", +, e)

Manchmal werden wir auch annehmen, dass der Vektorraum (R”, +, )
Euklidisch ist, d.h., wir auf (R", 4, ) ein Skalarprodukt ( , ) gewahlt
haben.



Affine Hille

Wiederholung. Der Vektor x € R" ist eine lineare Kombination der
Vektoren xi, ..., xx € R"”, wenn es Zahlen Ay, ..., \x € R gibt mit

X = AX] + .o+ AeXk.

Def. 21 Gibt es solche Zahlen Aq,..., A\ € R mit \;{ +... + A\ = 1, so ist
der Punkt x eine affine Kombination der Punkte xq, ..., Xk..

Bemerkung. Dies ist dquivalent zu

Tatsachlich, in diesem Fall ist Ay =1 — Ao — A3 — ... — A\x, und
X = Ax1+ XAoxo + ..+ AeXx
X1 + (—)\2 — .= )\k)Xl 4+ AoXo..o. + ApeXk

= X1+ )\2(X2 — Xl) + )\3(X3 — X1) 4+ ...+ )\k(xk — Xl)

Wiederholung. Fiir A C R" ist die lineare Hiille Span(A) die Menge
aller linearen Kombinationen von Elementen von A. Span(A) ist zugleich
der kleinste lineare Untervektorraum von R”, der A enthalt, und die
Schnittmenge von allen linearen Untervektorraumen von R”, die A
enthalten.

Def. 22 Fiir A C R” ist die affine Hiille aff(A) die Menge aller affinen
Kombinationen von Elementen von A.



Lemma 14 aff (A) ist der kleinste affine Unterraum von R”, der A
enthalt (d.h., gilt A C U fiir einen affinen Unterraum U C R", so gilt
aff(A) CU).

Bemerkung. Daraus folgt insbesondere, dass der kleinste affine
Unterraum von R”, der A enthilt, existiert. Sie haben es auch in
Hausaufgabe 2 bewiesen: Man nehme Schnitt aller affinen Raumen, die A
enthalten. Wie in Lemma 7 kann man beweisen, dass der Schnitt ein
affiner Raum ist; nach Konstruktion enthalt er alle Punkte von A, und ist
in jedem affinen Raum, der A enthilt, enthalten.



Lemma 14 aff (A) ist der kleinste affine Unterraum von R”, der A
enthalt (d.h., gilt A C U fiir einen affinen Unterraum U C R", so gilt

aff (A) CU).

Beweis. Z.z.: (i) aff(A) C U und (ii) aff(A) ist ein affiner Raum.

(i): Liegt x € aff(A), so ist x;x nach Bemerkung nach der Def. 21 lineare
Kombination der Vektoren

X1X5 = Xp — X1, X1X3 = X3 — X1, ..., XeX1 = Xk — x1. Da diese Vektoren in
Vy, liegen, liegt auch deren Linearkombination in V;,, folglich auch

x1+ xx = x in U.



Lemma 14 aff (A) ist der kleinste affine Unterraum von R”, der A
enthalt (d.h., gilt A C U fiir einen affinen Unterraum U C R", so gilt
aff(A) CU).

Beweis von (ii): aff(A) ist ein affiner Raum.

Wir zeigen, dass aff(A) affine abgeschlossen ist; dann muB es nach Satz
21 ein affiner Raum sein.

Angenommen x, y € aff (A). Dann sind x = A\1x3 + ... + Agxk und

y = p1x1 + ... + prxk fur irgendwelche \; + ... + A\ =1,

1+ ... + px = 1. Wir betrachten die Gerade

gx,y ={x+t-xXy|teR}
= {)\1X1 + oo F A Xk + t- ((ul — )\1)X1 + ...+ (,Uk — )\k)Xk) | t € R}
Wir sehen, das jeder Punkt der Geraden das Aussehen

()\1 +t- (,LL1 — )\1)) X1+ ...+ (>\k +t- (,uk — >\k))Xk

A g A 7
-~

T Mk

hat. Da YA\, =Y ui(=1) ist, gilt > n; = > A = 1, und deswegen
liegt jeder Punkt der Geraden in aff (A). Dann ist aff(A) affin
abgeschlossen, ]




Affin-unabhangige Punktenmenge

Def. Eine Teilmenge A C R” heiBt affin abhangig, falls es k € N
und X, X1, ..., Xk € A sodass {Xox1,XoX1, ..., XoXk } linear
unabhangig ist.

Nach Bemerkung nach Def. 21 die Menge ist genau dann affin
abhanging, wenn es Zahlen aj, ..., ax € R und die Punkte
X1, ..., Xk € A gibt, so dass K a;x; = 0 und S, a; = 0 gilt.

Anzahl von Elemente in einer affin unabhangigen Menge A C R”
ist gleich dim(aff(A)) 4+ 1 und ist héchstens n + 1.



Konvexe Mengen

Def. 23 Eine Teilmenge A C R” heiBt konvex, wenn sie mit je zwei
Punkten x, y auch stets deren Verbindungsstrecke
{x+t-xy|0<t<1} enthilt.

Bemerkung. Da xy = y — x, gilt x + t - xy = (1 — t)x + ty.

Die Menge A ist also genau dann konvex, wenn

Vx,y € A Vte0,1] gilt (1—t)x+ty € A.

Bsp. Jeder Punkt, jede Strecke, jeder affine Unterraum ist eine konvexe
Menge.

Bemerkung. & ist auch eine konvexe Menge.



Bsp. Sei (, ) ein Skalarprodukt auf (R",+, e). Dann ist der Ball vom
Radius r > 0um xp  B(r,xp) == {x € R"| |x — x| < r} eine konvexe
Menge.

Beweis. OBdA ist x; = 0. Seien x,y € B(0, r). Dann ist
Ix|? = (x,x) < r? |y|>:= (y,y) < r? Sei t € [0,1]. Dann ist

I(1—t)x+ty]>? = ((1—t)x+ty,(1—t)x+ty)
= (A—tPxP+2t1-1) (x,y) + 2y
—_—— ——

>0 <Ixllyl
Lem. 37
Vorl. 23
LAAG 1

< (1=t x4 2t(1 = ) x|yl + £]y[?
((T=1t) |x| +t |y])> <r?
~ =~

<r <r



Eigenschaft, , konvexe Menge zu sein”, ist eine affine Eigenschaft
(weil Eigenschaft, , Strecke zu sein”, ist eine affine Eigenschaft).
Deswegen ist Bild jedes Balls unter einem affinen Isomorphismu,
also innere Punkte eines Ellipsoids, auch eine Konvexe Menge.

Lemma 15. Der Durchschnitt beliebig (auch unendlich) vieler
konvexer Mengen ist konvex.

Beweis. Liegt die Strecke die x und y verbindet, in jeder Menge,
so liegt sie auch im Durchschnitt, ]



Konvexe Hiille (von A C R")

Def. 24(a) Die konvexe Hiille von A ist die Menge

COHV(A) = {/\1X1 + oo A Xk | M+ ...+ X=1.,)2>0,x € A}.
(Der Punkt Aixq; + ... + Aexk, wobei Y~ A\ =1, Aj > 0 heiBt konvexe
Kombination. Konvexe Hiille von A ist die Menge aller konvexen
Kombinationen der Elemente von A.)

Def. 24(b) Die konvexe Hiille von A ist die kleinste konvexe Menge
conv(A), die A enthilt. (d.h., gilt A C C fiir eine konvexe Menge C, so
gilt conv(A) C C)

Def. 24(c) Die konvexe Hiille von A ist der Durchschnitt von allen
konvexen Mengen, die A enthalten:

conv(A) = ﬂ C.

cDA
C ist konvex

Satz 23. Die Definitionen 24(a), (b), (c) sind dquivalent: ist eine Menge
konvexe Hiille nach einer Definition, so ist sie auch die konvexe Hiille
nach andere Definition.

Schema des Beweises: Zuerst (¢) <= (b) und dann (a) <= (b).



Sei conv()(A) die konvexe Hiille in Sinne der Definition 24 (c),
d.h., der Durchschnitt von allen konvexen Mengen, die A
enthalten. Da liegt sie in jeder konvexen Menge C, die A enthilt.



(a) < (b)

Lemma 16. Menge A C R” ist genau dann konvex, wenn fiir alle
k € N, fiir alle x1, ..., xx € A und fiir alle A1,..., \x € R mit
Zi)‘i =1, \; >0 gilt:

A1X] + ... + Aexg € A (*)

Beweis <—=: Angenommen die Punkte x1, x> € A. Wir nehmen
k=2und A\y = (1 —1t), A, = t. Dann sind (fiir t € [0,1] )

A1x1 + Aoxp genau die Punkte der Strecke, die x; und x> verbindet.
Falls (x) erfiillt ist, liegen sie in A, und die Menge ist konvex.



Lemma 16. Menge A C R” ist genau dann konvex, wenn fiir alle kK € N,
fiir alle x1,...,xc € A und fiir alle Ay, ..., Ak e Rmit Y. A\ =1, A >0
gilt:

A1Xy + .o+ ex €A (*)

Beweis —>: Angenommen A ist konvex.

Zuert bemerken wir, dass A1x; + ... + A\gxx genau der Schwerpunkt von
Punkte x1, ..., xx mit Massen A1, ..., A ist ( weil > . \; = 1). Falls wir alle
Massen mit einer Konstante multiplizieren, dndern wir den Schwerpunkt
nicht, weil diese Konstante in der Formel

5_0+ZZ""

in Zahler und in Nenner erschient. Also, wir missen beweisen, dass fiir
alle k € N und fiir alle Massen my, ..., m, der Schwerpunkt von
X1, .-y Xk € A mit Massen my, ..., my wieder in A liegt.

Induktion nach k. Induktionsanfang fiir k = 2 ist offensichtlich: in dem
Fall fallt die Verbindungsstrecke xy mit der Menge
{(1—t)x+ty|te][0,1]} zusammen.



Induktionsschritt k — 1 — k. Es seien xq,...,xx € Aund my,....my >0
mit k > 2, m; >0, > .m; > 0.

Sei S Schwerpunkt von {xi, ..., xx_1} mit Massen my, ..., mx_1. Nach
Induktionsvorausetzung ist S € A.

Nach Lemma 13 ist Schwerpunkt von {xi, ..., xx} (mit Massen

myq, ..., my) der Schwerpunkt von S € A, xx € A mit Massen jeweils
my + ... + mye_1 und my.

Nach Induktionsvoraussetzung liegt Schwerpunkt dann in A,



(a) < (b)

Nach DePnition 24(b) istconv,,)(A) konvex. Dann liegen nach Lemma
16 alle Punkte der Forn} . \ix; (wobei); >0, . A\ =1, x;€ A)in
conv(p)(A). Also conv(,)(A) C conv,)(A). Also, bleibt uns nur zu zeigen,
dassconyv(,)(A) konvex ist.

Angenommen die Punkte und y sind konvexe Kombinationen von
Punktenx, ..., xx € A (OBdA kannen wir denken, dass die Punkte in der
Linearkombination ér xund y gleich sind, weil wir die fehlende mit
Koeffizient A = 0 nehmen lennen.)

X = Z)\;x,- y = Z,u,-x,-.

Dann besteht die Verbindungsstreckg aus der Punkten der Form
(WObei t € [0, 1]) (1 — t) Zi Aix; + tzi WiXi = Zi ((1 — t)>\,' + t/J;) Xj.

-~

ni

Die Koédfizienteny; erfullenn; > 0 und
Yomi= > (@ —=t)Ai+ tu)=(1 —t)+ t =1. Deswegen liegt nach
Lemma 16 jeder Punkt die Verbindungsstrecke in A, O



Satz 24 (von Carathéodory). Ist A € R" und x € conv(A), so ist x
konvexe Kombination von affin unabhangigen Punkten von A.
Insbesondere ist x konvexe Kombination von n + 1 oder weniger Punkten
von A.

Beweis. Der Punkt x € conv(A) hat nach Satz 23 eine Darstellung

X = fozl Aix; mit x; € A, \; >0, fozl A; =1, mit einem k € N, und
wir konnen ODdA annehmen, dass hierbei kK minimal gewahlt ist.
Angenommen, xi, ..., Xx waren affin abhdngig. Dann gibt es Zahlen
ai,...,ax € R, die nicht alle Null sind, so dass fozl aix; = 0 und

Zf:l a; = 1 gilt. Wir konnen eine Zahl m wahlen derart, dass )‘—: positiv

und dabei so klein wie moglich ist (denn alle \; sind positiv, und

wenigstens ein «; ist positiv). In der affinen Darstellung

a A

X = Z <)\,- — ﬁa;) X
i=1

sind alle Koeffizienten nichtnegativ (trivialerweise, wenn «; < 0 ist, und

andernfall wegen der Wahl von m), und wenigstens ein Koeffizient ist

Null. Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitat von k. Also sind xg, ..., Xk
affin unabhangig, woraus insbesondere kK < n + 1 folgt.



Def. 25 Die konvexe Hiille von endlich vielen Punkten wird als
Polytop bezeichnet. Ein k-Simplex ist die konvexe Hiille von k + 1
affin unabhangigen Punkten, und diese Punkte heien dann die
Ecken des Simplex.

Man kann den Satz von Carathéodory also auch so formulieren,
dass conv(A) die Vereinigung aller Simplizes mit Ecken in A ist.



Satz 25 (von Radon). Jede nichtleere Menge von affin abhangigen
Punkten (insbesondere also jede Menge von mindestens n + 2 Punkten)
im R"” kann zerlegt werden in zwei Mengen, deren konvexe Hiillen
nichtleeren Durchschnitt haben.

Beweis. Seien xi, ..., xx € R" affin abhangig. Dann gibt es Zahlen

a1, ..., € R, die nicht alle Null sind, so dass

Za,-:O und Za,-x,-:(_f

gilt. Nach eventueller Umnumerierung kdnnen wir annehmen, dass
a; > 0 genau fiir i = 1, ..., gilt; dann ist 1 < j < k (denn wenigstens ein
a; ist > 0, aber nicht alle «; sind > 0). Mit

a:=0a1+..+aj= — (1 +...+ax) >0 gilt
J o k o
T Y ()
i=1 i=j+1

und daher x € conv({xi, ..., xj}) U conv({Xj+1, ..., xx }). Daraus folgt die
Behauptung.



Satz 26 (von Helly). Seien A, ..., Ax ! R" konvexe Mengen. Haben je
n+ 1 dieser Mengen nichtleeren Durchschnitt, so haben alle dieser
Mengen nichtleeren Durchschnitt.

Induktionsbeweis. Fiir k < n+ 1 ist nichts zu zeigen, und fiir k =n+1
ist die Behauptung trivial — Induktionsanfang.

Sei k" n+ 2, und sei die Behauptung bewiesen fiir k # 1 konvexe
Mengen. Fiir jedes i $ {1,..., k} gibt es dann einen Punkt

x; $ A1 %... %A; %... %A,

wobei A; bedeutet, dass die Menge A; weggelassen wird. Die k" n+ 2
Punkte xp, ..., x¢ sind affin abhangig. Nach Satz 25 (von Radon) kénnen
wir daher nach geeigneter Umnumerierung annehmen, dass es einen
Punkt

x $ conv({xi,...,xj}) Yoconv({Xj+1, ..., Xk })
gibt, wo j $ {1,...,k# 1} geeignet gewahlt ist. Wegen
X1y ey Xj $ Aj+1, o Ak gilt

x$ conv({x1,...,x;})! Ajt1,...,Ac und analog

x$ conv({Xjt1, ..., xk}) ! A1, ..., Aj,
also x $ A; %... %A, 0



Seien a, § € R. Wir definieren

aA+ BB :={ax+ Py |x €A ye B} CR"

(die Menge A + 3B héngt von der Wahl von 0 ab); falls wir den Punkt
0 verschieben, wird auch aA 4+ 3B verschoben.

Die Menge aA + 3B heiBt eine Linearkombination von Mengen A und
B; die Operation ,,+" heiBt Vector-Addition.

Spezialfille haben auch besondere Namen:

A+ B die Summe
A+{v} ein Translat von A
aA eine Vielfachheit von A
—A:=(-1)A Spiegelung von A
A— B:= A+ (—B) | Difference von A und B

Lemma 17. Ist A und B konvex, so ist «A + 3B auch konvex.
Beweis. Wir nehmen o« a; +3 b; € aA+ (B, i = 1,2. Dann ist die
—~ ~~
€A eB
Verbindungsstrecke
{(1 = t)(aay + Bb1) + t(aax + Bby) | t € [0,1]} =

= oz(Sl —t)a; + ta%) + ﬁ(gl —t)b + tb%) |te€[0,1] p CaA+ BB.

€A €eB




Aus dem Satz von Helly kann man mehrere Aussagen der
kombinatorischen Geometrie herleiten; hierfiir ein kleines Beispiel. Wir
sagen, dass die Mengen Aq, ..., A, von K getroffen werden, wenn
ANK#ofiri=1,.. mgilt.

Folgerung. Sei M eine endliche Familie konvexer Mengen im R”, sei

K € R" konvex. Werden je n 4+ 1 Elemente von M von einem Translat
von K getroffen, so werden alle Elemente von M von einem Translat von
K getroffen.

Wiederholung. Translat von K ist die Menge
K+{vi={x+v|xeK}

Beweis. Sei M = {A;,...,A}. Zu je n+ 1 der Zahlen {1, ..., k}, etwa zu
1,....,n+1, gibt es ein v € R" und Punkte a; € A; N (K + {v}). Es ist
also a; = ki+ v mita; € Aund k; € K. Es folgt v = a; — k; € A; — K fiir
i=1,...,n+ 1. Also haben je n+ 1 Elemente der Familie

{A1 — K, ..., Ax — K} nichtleeren Durchschnitt. Da A; — K konvex ist
(i=1,...,k), haben nach dem Satz von Helly alle Elemente dieser
Familie nichtleeren Durchschnitt. Es gibt also ein v € R" mit v € A; — K,
also AiN(K+v)£afiri=1,..k, O



Topologische Begriffe in der Konvexe Geometrie

Wiederholung. Offener Ball vom Radius r > 0 um x

B(r,xo) :={x € R" | |x — x| < r}.

Def. 26 (Analysis- Vorlesung) Sei A eine Teilmenge A € R" . Das
Innere von A (Bezeichung: int(A)) ist die Vereinigung von aller offene
Bélle, die ganz in A enthalten sind.

Eine Menge ist offen, falls A = int(A).

Das relative Innere einer Menge A (Bezeichung: relint(A) ) ist das Innere
in aff (A).

Bsp. Ein offener Ball ist offen.

relint({(1 —t)x+ty |t [0,1]}) ={(1 —t)x+ty | t € (0,1)} .



Lemma 18. Sei A eine konvexe Menge. Falls x | int(A) und y ! A,
dann ist relint(xy) " int(A), wobei xy die Verbindungsstrecke ist.
Beweis. Sei y ! A und 0.B.d.A. sei y = 0 der Ursprung. Sei x ! int(A)

Def,, 26,

=#"$ eine offene Kugel B(x,4d) " A. Fiir beliebiges u! relint(xy)
existiert ein A, (0 < A\ < 1), so dass u = Ax. Es gilt:
B(Ad, Ax) = AB(4, x)

u j pid
y=8

Blu. 28} Blx®

Weil A konvex ist und 0! A, gilt: AB(5,x) " A =#

B(A\o,Ax) = B(A6,u)" A .

Da die Kugel um v mit Radius Ad in A enthalten ist, folgt daraus, dass
u! int(A), O
Folgerung. Falls A konvex ist, dann ist das Innere int(A) konvex.
Beweis. Seien x,y ! int(A). Nach Lemma 17 gilt: relint(xy) " int(A).
Nun ist aber xy = relint(xy) %{x, y}, daherist xy " int(A). Damit gilt,
daB int(A) konvex ist, O



Separierende Hyperebenen

Hyperebenen = affiner Unterraum von R"” der Dimension n — 1.
Nach Satz 19 ist jede Hyperebene die Losunsgmenge einer linearen
Gleichung 11x1 + ...+ /”X’l = cC.

-~

(1,x)
Def. 27 Zwei Mengen A, B werden von der Hyperebene (/, x) = ¢

separiert (man sagt auch: schwach separiert), falls fiir alle a € A,
b e Bgilt: {(I,a) < cund (/,b) > c bzw. (/,a) > cund {/,b) < ¢
Zwei Mengen A, B werden von der Hyperebene (/, x) = b streng
separiert, falls fiir alle a€ A, b€ B gilt: {I,a) < cund (I,b) > ¢
bzw. (/,a) < c und (I, b) > ¢

e \
\

2. /"



Aufgrund dieser Defnitionen konnen zwei Mengen iiber- haupt nur
dann streng separiert werden, wenn sie disjunkt sind.

Trotzdem ist die Bedingung, daB zwei Mengen streng separierbar
sind, wenn sie disjunkt sind, lediglich notwendig und nicht
hinreichend. Dies gilt insbesondere fiir abgeschlossene konvexe
Mengen, wie das folgende Beispiel zeigt:

Die Mengen
Ai={(x,y) eR*| x>0,y > 1} YA
‘ .

A
B:.= {[’x,};} g B? |az 0y = 0}

Yo

sind disjunkte, abgeschlossene konvexe Mengen. Es
existiert aber keine Hyperebene (Gerade im R?), die
diese Mengen streng separiert, da die Menge B auf
der Geraden liegt, die waagerechte Asymptote an den
Rand der Menge A ist.




Def. 27 Der Punkt A1x3 + ... + XX, ,

Ai > 0, x; € A heiBt positive

Kombination von Elemente von A. Positive Hiille von A pos(A) ist die

Menge aller konvexen Kombinationen der Elemente von A.

eV
(1,1]

1) Die Menge
§1= { | _1 lJ;
besitzt die positive Hiille

poss = {EL}H cR?|

y

l_TUH “1

192 |} :




Lemma 19. Sei SCRR?, S#R?, offen und konvex. Dann gilt fiir jedes
x € R? \ S: Es existiert eine Gerade G mit x € Gund GU S = &.
Beweis. O.B.d. A.sei 0 ¢ S,d.h. x := 0 € R? \ S. Da die Menge S offen

und konvex ist, bildet die positive Hiille pos(S) von S einen offenen
Sektor mit Eckpunkt O und Winkel § < .

L
.
o
=
<=

= — 3 X

e
|

———"pos 5 _— p0os §

1 i, Ll

Eine Ursprungsgerade G (d. h. x = 0c G), die eine Seite des Sektors
enthalt, erfiillt nun obige Bedingung G N'S = &, da der Sektor offen
Ist, L]



Satz 27. Sei F ein affiner Unterraum von R” mit dim(F) = k. Sei
S € R" offen und konvex, sodaB F NS = @.
Falls 0 < k < n— 2 ist, existiert ein (k + 1)—dimensionaler affiner
Unterraum F* mit F C F* und F*NS = 2.

T

E

]

P=1
G
7YG) = F*

Beweis. Sei e, ..., e, die Standardbasis des R”. OBdA ist 0 € F. Fiir
0<k<n—2sei F=aff({0,er,...,e}) und U = aff ({0, ex11, ..., €n}).
Sei m : R" — U die orthogonale Projektion auf i,

(a1, ...,an) :=(0,...,0,ak+1, ..., an). Da 7 offensichtlich eine affine
Abbildung ist, ist Bild,(S) konvexe Teilmenge von U.




Wir betrachten die Ebene P := aff ({0, e,, e,_1}). Die Schnittmenge

Bild,(S) NP auch eine konvexe Menge ist; sie ist offen als Teilmenge von
P.

G
I']{G] - #

Wegen F NS = & gilt: 0 & Bild,(S), deswegen 0 ¢ Bild,.(S) N P.
Deswegen existiert nach Lemma 19 eine Gerade G C P mit x:=0€ G
und G N Bild(S) = @.

Fiir F* := Urbild,F = F + G gilt: dim(F*) = dim(F) + 1 und
F*NnsS=g,



Folgerung. Sei F € R” ein affiner Unterraum mit dim(F) = k. Sei
S € R” offen und konvex, so daB F NS = @. Falls 0 < k < nist,
existiert eine Hyperebene H, mit F C ' Hund HN S = @.

Beweis. ((n — 1) — k)-maliges Anwenden von Satz 27 liefert die
Behauptung, da die Dimension des affinen Raumes jeweils um 1 wachst,
bis der Raum eine Hyperebene ist,



Satz 28 Seien A, B C R” konvex,so daB int(A) # @ und BN int(A) = &
ist. Dann existiert eine Hyperebene H, die die Mengen A und B schwach
separiert.

Beweis. Sei A zunichst zusatzlich offen. Es gilt nach Lemma 17: A— B
ist offen und konvex. Da A offein ist, ist int(A) = A, weshalb wegen
BNA=Bnint(A) =2 gilt: 0¢Z A— B. Damit gibt es nach Folgerung
oben eine Hyperebene Hy := {{/,x) = 0} durch 0 mit HoN(A— B) = @.
Da A — B konvex ist , konnen wir oBdA annehmen, dass (/, x) > 0 fiir
alle x € (A — B). Sonst existieren x,y € (A— B) so dass (/,x) > 0 und
(I,y) < 0. Dann gibt es ein t € [0,1] so dass (/,(1 — t)x + ty) = 0, weil
die Funktion f(t) := (/,(1 — t)x + ty) stetig ist. Dies widerspricht

Ho N (A — B) = &. Dann gilt fiir alle a € A und b € B:
0<(l,a—b)y={(l,a)—(I,b) = (l,a) > (I, b).



Folglich ist die Menge {(/,a) | a € A} nach unten beschrankt. Deswegen
existiert o := inf{(/, a) | a € A}. Daher werden A und B von der
Hyperebene H := {(/, x) = a} separiert.

Ist A nicht offen, existiert gemaB der vorangegangenen Argumentation
fir die offene Menge int(A) eine Hyperebene H := {{/,x) = a}, die
int(A) und int(B) separiert:

(I,xy <« fiir Vx € int(A) und (/,x) > « fiir x € int(B). Da

f(x) = (I, x) stetig ist (als Abbildung von R” — R), folgt aus Lemma 18:
(I,x) < «a fiir Vx € int(A), weshalb die Hyperebene H := {{/,x) = a}
auch A und B separiert, L]



Satze zur Klausur

1. Klausur am Montag 16.06.

2. Wahrend der Klausur werden Sie eine Aussage aus der Liste beweisen
(oder eine Teilaussage aus dem Beweis der Aussage).

» Mengenlehre

» Satz 2 (Wann sind zwei Menge gleichmichtig)
> Satz 4 [2V] = |R|

» Jordan-Form

» Satz 5 (Normalform fiir die Endomorphismen, die iiber C
diagonalisierber sind.)

» Satz 11 (Zerlegung in Produkt von verallgemeinerten
Eigenrdumen)

» Lemma 4 (Zerlegunslemma)
» Satz 13 (Jordan-Normalform)

» Affine und konvexe Geometrie

» Satz 20 (Stralensatz)

» Satz 22 (Fundamentalsatz der affinen Geometrie)
» Satz 23 (Konvexe Hiille)



Stiitzende Hyperebenen

Def. 28 Eine Hyperebene H stiitzt eine Menge S € R” in einem Punkt
x € §, wenn x € H und H die Menge S beschrankt, d.h. S liegt ganz auf
einer Seite von H (d.h. fir H={y e R" | (/,y) = ¢)} gilt dann

(I,y) > cfiralley €S, oder (I,y) < c firalley € S.) H heiBt
Stiitzhyperebene.

Stiftzhyperebens
zum Punkt P

Stitzebenen zum

Punkt &

Der Punkt ¢) besitzt mehrere Stittzebenen, der Punkt P genau
eine, die Tangente. Die Punkte 7" und R besitzen gar keine Stiitzebenen.



Def. (Analysis-Vorlesung) Die Menge Rand(S) := S\ int(S) heiBt die
Randmenge von S.

Satz 29. Sei S C R", S £ R" abgeschlossen und konvex. Es gilt: Ist x
ein Randpunkt von S, so existiert mindestens eine Hyperebene, die S in x
stutzt.

Beweis. Ist dim(aff(S)) < n, so ist jede Hyperebene, die S enthilt, eine
stiitzende Hyperebene von S in jedem Punkt x € S nach Definition.

Ist dim(aff(S)) = n, so ist int(S) # &. In der Tat, falls xg, ..., x, € S
affin unabhéngig sind, dann liegt das ganze Simplex conv({xo, ..., Xn})
auch in S, und es hat innere Punkte.

Sei x Randpunkt von S. Wir haben:

int(S) ist offen und # & ) pole aus satz 27| 3 €iN€ Hyperebene 'H durch x,
A el } - die int(S) nicht schneidet.

Die Hypereben H sei gegeben durch H = {y € R" | {I,y) = c}. Wir
zeigen, dass die Hyperebene int(S) beschrankt. In der Tat, nach
Konstruktion fiir jeden y € int(S) gilt: (/,y) # c. Dann ist entweder
(I,y) > c fir aller y € int(S), oder (I, y) < c fiir aller y € int(S) (Wir
benutzen, dass int(S) nach Folg. aus Lemma 18 auch konvex ist. Falls es
y1,¥2 € S mit (I, y1) < c und (I, y») > c gibt, dann gibt es einen Punkt
auf der Verbindungsstrecke y1y» = {ty1 + (1 — t)y2|t € [0,1]} mit
(I, ty1 + (1 — t)y») = c(Zwischenwertsatz), was Vorauusetzungen
widerspricht. )




Also, beschrankt H die Menge int(S). OBdA kdnnen wir
annehmen, dass (/,y) > c fiir aller y € int(S). Wir zeigen, dass
(I,y) > c fiir aller y € S. Man nehme einen z € rand(S) und
betrachte die Verbindungsstrecke zy, wobei y ein innerer Punkt ist.
Nach Lemma 18 sind alle Punkte von zy \ {z} innere Punkte von
S, also (/, %) > c fiir alle diese Punkte. Da die Funktion

(I,(1 — t)z + ty) stetig (als Funktion der Variable t) ist, ist dann
(I, z) > c. Dann beschrankt die Hyperebene H die Menge S. Da

x € H, stiitzt ‘H die Menge S in x, ]



Umkehrung von Satz 29

Satz 30. Sei S C R" abgeschlossen und int(S) # @. Es gilt: Wenn durch
jeden Randpunkt von S eine Hyperebene durchgeht, die S stiitzt, dann
ist S konvex.

Bemerkung. Dies ist nur eine partielle Umkehrung von Satz 29, da nun
zusatzlich gefordert wird, dass int(S) # @. Dass diese zusatzliche
Bedingung notwendig ist, zeigt dieses Beispiel in R!:

Sei S = {a, b} mit a # b. Dann ist S abgeschlossen (ein Punkt ist
abgeschlossen, ebenso die endliche Vereingung) und die
Stiitzhyperebenen, die in diesem Fall null-dimensional sind, sind die
beiden Punkte selber. Also geht durch jeden Randpunkt von S eine
Stiitzebene. Trotzdem ist S sicherlich nicht konvex.



Satz 30. Sei S C R" abgeschlossen und int(S) # @. Es gilt: Wenn durch
jeden Randpunkt von S eine Hyperebene durchgeht, die S stiitzt, dann
ist S konvex.

Beweis fiir n = 1. Sei S € R abgeschlossen und int(S) # @. Ist S = R,
so ist S konvex. Wir nehmen an, dass S # R nicht konvex ist (obwohl
durch jeden Randpunkt von S eine Stiitzhyperebene durchgeht), und
bekommen ein Widerspruch.

Da nach Voraussetzung int(S) # @ ist ,gibt es ein u € int(S). Sei | ein
abgeschlossenes Intervall, | C S, wobei | = [a, b] mit

a:=inf{xeS|[x,ul €S} und b:=sup{y€S|[u,y]CS}.

Da S nach unserer Annahme nicht konvex ist, gilt [a, b] 2 S. Dies
bedeutet jedoch, dass

Fall 1. dyp € S, yo > b. Dann ist aber b € S ein Randpunkt, durch den
keine Stiitzebene geht — Widerspruch.

Fall 2. dxp € S x9 < a. Dann ist aber a € S ein Randpunkt, durch den
keine Stiitzebene geht — Widerspruch.

Also, Satz 30 ist in dimension 1 bewiesen.



Satz 30. Sei S C R” abgeschlossen und int(S) # @. Es gilt: Wenn durch
jeden Randpunkt von S eine Hyperebene durchgeht, die S stiitzt, dann
ist S konvex.

Beweis fur n > 2. Sei wieder S C R"” abgeschlossen und int(S) # @. Ist
S =R", so ist S konvex. Wir nehmen an, dass S # R"”. Wir nehmen
einen Punkt X € S. AuBerdem gibt es, da int(S) # &, ein y € int(S) und
einen Randpunkt b von S, mit b € relint(xy).

Die nach Voraussetzung existierende stiitzen-
de Hyperebene H von S durch b enthilt
nicht X (denn wiirde sie b und X enthalten, so
enthielte sie auch die Strecke bx und damit
auch die Strecke xy, was im Widerspruch da-
zu steht, dass y ein innerer Punkt ist). Folg-
lich gilt fiir den abgeschlossenen Halbraum,
der von H begrenzt wird und y enthalt, dass
er S einschlieBt, aber nicht X enthalt.

Da X ein beliebiger Punkt nicht in S ist, kann man dieses Verfahren fiir
alle X ¢ S anwenden und so schlieBen, dass S gleich dem Schnitt aller so
entstandenen Halbrdume, welche S enthalten, ist. Also ist S ein Schnitt
von konvexen Mengen und selbst konvex, L]



Satze 29, 30 in Worten

Die Satze 29 und 30 kombiniert ergeben die folgende
Charakterisierung von abgeschlossenen konvexen Mengen mit nicht
leerem Inneren:

Sei S C R" abgeschlossen und int(S) # @. Dann gilt:

S ist konvex genau dann, wenn durch jeden Randpunkt von
S eine die Menge S stiitzende Hyperebene geht.

— Gilt nach Satz 29
<+— Gilt nach Satz 30

Bemerkung. Das interessante an diesem wichtigen Satz ist, dass
er die globale paarweise Definition von Konvexitdt (Die Strecke
zweier beliebiger Punkte muB ganz in S liegen) mit einer
Eigenschaft von einigen einzelnen Punkten (jeder Randpunkt muss
in einer Stiitzebene liegen) gleichsetzt.



Def. 29 Sei S C R” eine konvexe Menge. Ein Punkt x € S heiBt
Extrempunkt von S, wenn es kein Intervall ganz in S liegend gibt, die x
in ihrem relativen Inneren enthédlt. Die Menge aller Extrempunkte von §
heiBt Profil von S.

Das Profil eines Dreiecks sind seine drei Eckpunkte, das Profil
einer Ellipse ist der ganze Rand. Offene Mengen haben kein Profil, genauso
wenig der ganze Ranm und Halbriume. Viertelrdume hingegen haben einen
Eckpunkt als Profil.



Wiederholung — Vorl. Analysis. Eine abgeschlossene beschrankte
Menge in R" ist kompakt.

Satz 31. Sei S C R"” kompakte und konvexe Menge. Es gilt: S ist die
konvexe Hiille ihres Profils P.

In anderen Worten, Jedes x € S ist Konvexkombination von
Elementen des Profils S.

Zuerst eine Hilfsaussage:

Lemma 20 Sei S € R” abgeschlossen und konvex. Sei ‘H eine
Stiitzhyperebene von S in einem Punkt x € S. Es gilt: Ist x ein
Extrempunkt von H N S, so ist x ein Extrempunkt von S.

Beweis. Sei H :={y | (/,y) = c}. Sei x aus dem Profil von SN H. Dann
gilt (I,x) =c. OBdA ist (/,z) < c fiiralle z € S.

Wir nehmen an, dass x nicht aus dem Profil von S ist. Das heiBt, x liegt
im Inneren eines Intervals, also x = A - u+ (1 — \) - v mit

A€ (0,1),u,v €S und entweder u ¢ SN H oder v # S N'H (sonst ware
x kein Extrempunkt in S NH.) Folglich gilt (/, u) < c oder (I, u) > c.
OBdA konnen wir annehemen, dass (/, u) < c.

Dann gilt ¢ = (I,x) = (LA u+ (1 — ) - v) "=t
A(Lbuy+(1—=X)-(,v) <A-c+(1—-A):c < c. Widerspruch zeigt,
dass x € P, ]



Satz 31. Sei S C R"” kompakte und konvexe Menge. Es gilt: S ist die
konvexe Hiille ihres Profils P.

Induktionsbeweis nach k := dim(aff(5)).

InduktionsAnfang: Ist k = 0, so ist S nur ein Punkt. Da dieser Punkt
trivialerweise auch das Profil P von S ist, gilt conv(P) = S.

InduktionsVoraussetzung: Gelte der Satz fiir jede kompakte, konvexe
Menge der Dimension hochstens k — 1.



Satze zur Klausur

1. Klausur am Montag 16.06.
2. Wahrend der Klausur werden Sie eine Aussage aus der Liste beweisen
(oder eine Teilaussage aus dem Beweis der Aussage).

» Mengenlehre

» Satz 2 (Wann sind zwei Menge gleichmichtig)
> Satz 4 [2V] = |R|
» Jordan-Form
» Satz 5 (Normalform fiir die Endomorphismen, die iiber C
diagonalisierber sind.)
» Satz 11 (Zerlegung in Produkt von verallgemeinerten
Eigenrdumen)

» Lemma 4 (Zerlegunslemma)
» Satz 13 (Jordan-Normalform)

» Affine und konvexe Geometrie
» Satz 20 (Stralensatz)



Folgerung. Jede kompakte, konvexe Menge S besitzt mindestens einen
Extrempunkt.

Beweis. Weil S nach Satz 31 mit der konvexe Hiille von Extrempunkte
ubereinstimmt, ]

Beispiele, die zeigen, dass die Annahmen wichtig sind:

P1

Links: S ist eine Halbgerade, Rechts: S ist ein halboffener, halb-
d.h. S ist konvex aber unbe- geschlossener Kreis, d.h. S ist kon-
grenzt und somit nicht kom- vex und beschrankt, aber nicht ab-
pakt. Das Profil von S ist geschlossen, also nicht kompakt. Das
der Punkt P;. Es gilt hier: Profil von S ist der linke Halbkreis.
conv(P) # S. Folglich gilt conv(P) # S.



Es gibt Ahnlichkeiten zwischen dem Profil einer kompakten, pkonvexen
Menge und einer Basis eines linearen Untervektorraums bzw.
Koordinatensystem eines affiner Unterraums:

e Eine Basis B eines linearen Unterraums U ist eine linear unabhingige
Teilmenge von U, welche den Unterraum aufspannt, in dem Sinn, dass
jedes Element von U eine Linearkombination der Elemente in B ist. Jeder
Unterraum des R” besitzt eine Basis, und obwohl die Basis nicht
eindeutig ist, hat sie immer die gleiche Anzahl an Elementen.

e Eine Teilmenge F des R"” besitzt eine affin unabhangige Teilmenge A
von F mit einer endlichen Anzahl von Elementen, so dass die affine Hiille
von A gleich affine Hiille von F ist. Obwohl| diese Teilmenge nicht
eindeutig ist, hat sie immer die gleiche Anzahl an Elementen.

e Wenn wir eine Menge als konvex unabhadngig definieren, das heiBt, dass
kein Element der Menge eine Konvexkombination der anderen Elemente
ist, dann ist das Profil P von S eine konvex unabhingige Teilmenge von
S, wobei S wieder kompakt und konvex, so dass die konvexe Hiille von P
gleich S ist. In der Analogie gesprochen heiBt das, dass P die Menge S
konvex aufspannt. Ungliicklicherweise, obwohl das Profil eindeutig ist,
kann es unendlich viele Elemente haben.

Wie die Beispiele oben zeigen, falls die Menge S nicht kompakt ist, bricht
diese Analogie leider vollig zusammen.



Satz 32. Sei f € R"" ein lineare Form, sei S € R"” kompakt und konvex.
Es gilt: Es existieren Extrempunkte X und y € S so dass

f(X) = maxyes f(x) und f(y) = min,es f(x).

Wiederholung (Vorl. 17 LAAG |; Def. 39 dort.) Dualraum R"* ist die
Menge der linearen Abbildungen von R” nach R = R!. Die Elemente des
Dualraums heiBen die Linearformen. Die Menge aller Lineareformen ist
ein Vektorraum der gleichen Dimension bzgl. natiirlichen Operationen. In
Koordinaten, kann man jede Linearform in der Form

f(x) = hx1 + ... + Inx, darstellen; also in der Form f(x) = (/, x).

Bemerkung. Linearform ist offensichtlich eine stetige Abbildung. Dann
nimmt sie (Analysis-Vorlesung) auf kompakten Mengen ihr Minimum
(z.B, im Punkt ) und Maximum z.B, (im Punkt X) an. Also, wir miissen
nur zeigen, dass diese Punkte Extrempunkte sind.



Satz 32. Sei f € R"" ein lineare Form, sei S € R"” kompakt und
konvex. Es gilt: Es existieren Extrempunkte X und y € S so dass
f(X) = maxxes f(x) und f(¥) = minyes f(x).
Beweis. Sei v := max,cs f(x).
Nach Satz 31 ist conv(P) = S; deswegen gibt es Extrempunkte
X1,...,Xx € P C S und nicht negative A1,..., A\x € R mit
fozl Ai =1sodass x =) . \ix;.
Dann ist
f()?) = f()\lxl + ...+ )\ka) =\ f(Xl) +. 4+ A f(Xk) < 7 und ist

—— ——

<7 <7

= 7 nur wenn alle \;f(x;) = Ajy sind. Da ein von A nicht 0 ist,
impliziert dies, dass ein f(x;) = -, also die Linearform nimmt den
maximalen Wert im Extrempunkt x; an, []



Nachtrag zu separierten Hyperebenen

Def. 27 — Wiederholung Zwei Mengen A, B werden von der
Hyperebene (/, x) = ¢ streng separiert , falls fiir alle a € A, b € B gilt:
(I,a) < cund (I,b) > c bzw. (/,a) < c und (I, b) > c.

Satz 33. Seien A, B € R" nichtleer und konvex. Zudem sei A kompakt
und B abgeschlossen. Die Mengen A und B werden genau dann von einer
Hyperebene H streng separiert, wenn AN B = & ist.

Beweis. ,—" Offensichtlich (zu zeigen ware: H separiert A und B
streng = AN B = @).

Beweis in ,,<—=" wird noch ein Hilfsaussage bendtigen.



Def. 30 Unter dem Abstand der Mengen A und B versteht man:

d(A,B) :=inf{d(a,b) | a € A, b € B},

wobei d(a, b) := |b—a| :=+/(b—a,b— a).

Lemma 21. Sei A kompakt und B abgeschlossen. Dann gilt:
d(A,B) =0« ANB #g.

Bsp: Kompaktheit und abgeschlossenheit sind wichtig:

d(A,B)=0, obwohl

die Mengen disunkt

sind ) Qﬁ@




Unter dem Abstand der Mengen A und B versteht man:

d(A, B) := inf{d(a,b) | a € A, b € B},

wobei d(a, b) := |b—a| :=+/(b—a,b— a).
Lemma 21. Sei A kompakt und B abgeschlossen. Dann gilt:
d(A,B)=0<= ANnB#!.

Beweis. ,<=" ist offensichtlich. Wir zeigen ,,=—". Angenommen
d(A, B) = 0. Dann gibt es Folgen ax , k € Nin Aund b, , k € Nin B
mit 0 < d(ax, bx) < % Da A kompakt ist, hat die Folge aj eine
konvergente Teilfolge. OBdA kdnnen wir annehmen, dass

Ak konvigiert Py A
Weil d : A x B — R stetig ist, folgt:
0= liMk—oo 7 > limk_oo d(ax, bi) Y iy d(a, bk) > 0.

Daraus folgt:
> limk—oo d(a, bx) =0, und
» dass die Folge by beschrankt ist.

Dann hat sie eine konvergente Teilfolge. OBdA kdnnen wir annehmen,
dass by “"EE b e B. Dann ist lim_so d(a, be) " EE d(a, b).
Also, d(a, b) =0, deswegen a = b, deswegen AN B # !, O



Satz 33. Seien A, B € R” nichtleer und konvex. Zudem sei A kompakt
und B abgeschlossen. Die Mengen A und B werden genau dann von einer
Hyperebene H streng separiert, wenn AN B = & ist.

Lemma 21

Beweis ,,—*. Sei § := d(A,B) > 0.
Sei $:=B (6, g) die offene Ku-
_.-"A + 5 . ,fE + f-,ﬂ gel um 0 mit Radius . Dann sind
) A+S B+SCR”
\ A \ b > disjunkt, weil
I.,_':; ;_..- I f a + = b _|_ S —

a—b=s —s5 —
H la—b| = |5, — s1]
—— =

>0 <6
Widerspruch!

(hae -

» offen, weil A+ S, Vereinigung von der offenen Mengen der Form
a+ S ist,

» und konvex nach Lemma 17.



Nach Satz 28 existiert eine

Hyperebene H :={y € R" | {I,y) = ¢}, die A+ S und B + S (schwach)
separiert, insbesonderes gilt oBdA:

(und auch (I;b+t) < ¢)

fir alle ae A, be B, s,t € S. Insbesonderes gilt dass ‘H auch A und B
(schwach) separiert.

Wir zeigen jetzt, dass ‘H auch A und B streng separiert; wir miissen
zeigen, dass AN H leer ist (analog zeigt man, dass BN'H = & ist.)

Gibe es nun a € AN'H, also a € A mit (/,a) = c. Wir nehmen s € S
sodass (/,s) < 0. Dann ist , Was widerspricht. Daher
werden A und B durch ‘H streng separiert, L]



Satz 33. Seien A, B € R” nichtleer und konvex. Zudem sei A kompakt
und B abgeschlossen. Die Mengen A und B werden genau dann von einer
Hyperebene H streng separiert, wenn AN B = & ist.

Folgerung. Seien A,R" nichtleer, konvex, und abgeschlossen. Dann gilt
fir jeden Punkt b € R\ A: A und {b} werden von einer Hyperebene
streng separiert.



Konvexe Polytope

Wiederholung. Eine Teilmenge S € R" heiBt (konvexes) Polytop, falls
P = {x1,x2, ..., xk} C R" existiert, so daB S = conv(P).

Bemerkung. Konvexes Polytop ist abgeschlossen und beschrankt, also
kompakt.

Def. 31 Sei K C R"” konvex und abgeschlossen. Sei F C K, und sei

k € {0,1,...,dim(aff(K))}. F heiBt k—Seite von K, falls

dim(aff(F)) = k und eine Stiitzhyperebene H an K existiert, so daB
F=KnH.

Triv. Bsp. K ist n—Seiten von K. Man nimmt oft an, dass & auch eine

Seite von K ist (obwohl nach Definition dies falsch ist — stutzende
Hyperebene haben immer nichtleeren Durschnitt mit der Menge. )

Def. 31 — Vortsetzung. K (und &, falls wir & kiinstlich als eine Seite
definieren) heiBen uneigentliche Seiten von K, alle iibrigen heiBen
eigentliche Seiten von K. Jede dim(K) — 1 dimensionale Seite von K
heiBt Facette, jede 1—Seite von K Kante und jede 0—Seite Ecke.



Wir wissen bereits, daB jede kompakte konvexe Menge durch ihr Profil
erzeugt wird Satz 32. Im Folgenden werden wir sehen, daB das Profil
eines Polytopes gleich der Menge der Ecken von S ist. Desweiteren ist
diese Menge die im Sinne der folgenden Definition eindeutig bestimmte
minimale Darstellung des Polytopes P.

Def. 32 Die Menge S := {x1, %, ..., Xk} ist eine minimale Darstellung
des Polytopes P, wenn P = conv({x1, xo,...,xx}) und Vi € {1,2,.... k}
gilt: x; & conv(S \ {xi}).

Bemerkung. Jedes Polytopes P = conv(S) mit S = xq, x2, ..., Xk besitzt
eine minimale Darstellung. Falls ndmlich {x1, x2, ..., X, } nicht minimal ist,
existiert x; € S mit x; & conv({x; € S| j # i}). Es folgt

P =conv({xj € S|j#i}).

Auf diese Weise kann man stets eine echt kleinere Erzeugermenge des
Polytopes finden, bis die Erzeugermenge minimal ist.



Satz 34. Sei M := {xq, x2, ..., Xk } eine minimale Darstellung des
Polytopes P. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) x e M.
(i) x ist Ecke von P.
(iii) x ist Extrempunkt von P.

(i) = (ii): Sei x € M. Man betrachte conv(M \ {x}). Wegen M
minimal und x € M folgt x & conv(M \ {x}) =: Q.
Da {x} und @ kompakt und konvex sind, folgt aus Satz 33 die Existenz

einer Hyperebene Ho = {y | (/,y) = ¢} die {x} und Q streng trennt.
OBdA sei (/,q) > ¢, fiir alle g € Q, und (/,x) < ¢,. Sei ¢ = (/, x).



Wir zeigen, dass H = {y | (I, y) = ¢} wie in Definition von Ecke ist, d.h.,
H eine Stiitzhyperebene an P im Punkt x ist, und P N'H = {x}. Wir
benutzen:

(I,q) > co > (I, x) (xx)

Fiir jedes y € P, y # x gilt:

y:)\x—|—Z)\;x; mit 0< <1, )\—|—Z)\:1, X € Q.

Dann gilt

(y) = Alx) + > Aifl6) mit 0<A<L A+Y A=1 x€Q.

Wegen 0 < A <1lund A+ >, A =1 existiert ein i € {1,2,..., n} mit
Ai # 0. Es folgt mit (sx):

(I, y) > X1, x) + Z Al x) = (I, x).

Wir sehen, dass alle y € P von einer Seite von H liegen, und
P N"H = {x}. Der Punkt x ist also Ecke von P.



(i) = (iii):

(i) x ist Ecke von P.

(iii) x ist Extrempunkt von P.

Im Folgenden geniigt die Eigenschaft, daB P kompakt und konvex ist.
Widerspruchsbeweis. Sei x eine Ecke von P. Angenommen x ist kein
Extrempunkt von P. Dann gilt: 3 eine Strecke yz € P mit x € relint(yz).
Da x Ecke von P ist, 3 eine Hyperebene H sodass H N P = {x} Sei
H={{l,y) =c}und P C {{l,y) > c}. Wegen yz € H folgt

3% € yz C P sodass (/,X) > c. Daraus folgt (/,x — x) > 0. Da

x € relint(yz), kann X so gewahlt werden, daB x — A\(x — x) € yz C P.
Deswegen (I, x — A(X — x)) = (I, x) = X[, X — x) < (I, x) = c.
Widerspruch zu (/, P) > c, O



(i) = (i):

(iii) x ist Extrempunkt von P.
(i) x e M.

Sei x ein Extrempunkt von P und M minimale Darstellung von P. Dann
ist P\ {x} konvex. Ware x ¢ M, folgte conv(M \ {x}) C P\ {x}, O
Folgerung. Jedes Polytop P hat genau eine minimale Darstellung.

Beweis. Nach Satz 34 besteht die Minimaldarstellung genau aus der
Ecken. ]
Folgerung. Sei P = conv({x1, X2, ..., Xk+1}) ein k-dimensionales Simplex
(die Punkte xi, ..., xk+1 sind affin unabhangig.)

Dann sind xq, x2, ..., Xx+1 die Ecken von P.

Beweis. Dies ist die minimale Darstellung, da

dim(aff (conv({x1, X2, ..., x, }))) := dim(aff ({x1, X2, ... X, })) < r < k

: O



Satz 35. Sei P € R" ein konvexes Polytop. Dann ist jede Seite von P
selbst ein Polytop, und es gibt nur endlich viele Seiten.

Beweis. Sei {x1, x2, ..., Xk} die minimale Darstellung von P und sei

F C P eine echte Seite von P. Sei H :={y | (I,y) = ¢} eine stiitzende
Hyperebene von P mit HN P = F.

OBdA sei {x1,x2,...,x,} CH und (I, x;) = ¢ +¢&; mit &; > 0 fiir
ie{r+1,...k}.Da PNH # &, folgt r > 0. Sei nun x € P. D.h.

X = Zf-;o )\,'X,', )\,' Z 0 Zi)‘f =1

= (I,x) = S o Nlloxi) + S0 Al x) =

Z;:O A€+ Zf'(:r—i—l )\,'(C + 6,’) = Zf'(:O A€+ le'(zr—i-l NE;.

Daraus folgt:

xeEH<= X\=0 fir ie{r+1,..,k} < xe€conv({x+1,., Xk })-
D.h. F ist ein Polytop. Wegen #{x1, x2, ..., xx } = 2K < 0o hat P nur
endliche viele verschiedene Seiten.



Satz 36. Seien Fq, ..., F,, Seiten einer kompakten, konvexen Menge
SeR" Dannist F := F{ N ...N F,, eine Seite von S.

Beweis. OBdA sei F # @, sei 0 € F und sei F; echte Seite von S fiir alle
ie{1,2,.. m.

Nach Voraussetzung existieren Stiitzhyperenbenen

H;:={y € R"| {l;,y) =0}, so daB F; C H; und oBdA (/;,S) > 0. Wir
definieren | = h + ... + I, und betrachten H = {y € R" | (/,y) = 0}.
Wir zeigen: F ="HNS.

Wegen (I;, S) > 0 gelten folgende Aquivalenzen:

xEFNS<—= xeN FiNS<=xeN_ HNS<=xeHNS.
AuBerdem gilt 0cHNS und (I;,S) >0, d.h., F eine Seite von S ist, []



Polytop — Wiederholung.

Wiederholung. Eine Teilmenge S € R” heiBt (konvexes) Polytop,
falls P = {x1,x2, ..., xx} C R" existiert, so daB S = conv(P).
Bemerkung. Konvexes Polytop ist abgeschlossen und beschrankt,
also kompakt.

Def. 31 Sei K C R” konvex und abgeschlossen. Sei F C K, und
sei k € {0,1,...,dim(aff(K))}. F heiBt k—Seite von K, falls
dim(aff (F)) = k und eine Stiitzhyperebene H an K existiert, so
daB F = KNH.

K (und @, falls wir @ kiinstlich als eine Seite definieren) heifen
uneigentliche Seiten von K, alle librigen heiBen eigentliche Seiten
von K. Jede dim(K) — 1 dimensionale Seite von K heiBt Facette,
jede 1—Seite von K Kante und jede 0—Seite Ecke.



Wir wissen bereits, daB jede konvexe kompakte Menge der
Durchschnitt abgeschlossener Halbraume ist (Satz 30). Im
Folgenden werden wir feststellen, daB jedes Polytop Durchschnitt
endlich vieler abgeschlossener Halbraume ist. Polytope lassen sich
sogar als genau die beschrankten Mengen beschreiben, die
Durchschnitt endlich vieler abgeschlossener Halbraume sind.

Def. 33 Eine polyedrische Menge ist Durchschnitt endlicher vieler
abgeschlossener Halbraume.

Satz 37. Jedes Polytop P C R” ist eine beschrankte polyedrische
Menge.



Satz 37. Jedes Polytop P C R” ist eine beschrankte polyedrische Menge.

Beweis. Sei {x1, X2, ..., xx} die minimale Darstellung von P. O.B.d.A. sei
P n—dimensional. Seien Fq, ..., F,, die Facetten von P, m > 0. Die
Existenz von Facetten zeigen wir im Folgenden auch. Zu F; sei 'H; die
entsprechende stiitzende Hyperebene von P und Hfr der P enthaltende
abgeschlossene Halbraum. Es gilt also:

Fi=H;NPund P CH; firie{1,..,m}. Wir zeigen, daB
P=N",H . Esgilt: PC N, H.

Fiir die andere Inklusion P 2 (", H;" machen wir ein



Widerspruchbeweis: (fir P O (\"; H;" JAngenommen, es existierte
x € N H mit x & P. Definiere:

D= U aff({x}uB).

Be{xy,xp,.--, Xi }
mit #b < n-—1

Da dim(aff({x} N B)) < n—1, und D endliche Vereinigung solcher
hochstens n — 1—dimensionalen affinen Unterraume ist, folgt

dim(D) < n = dim(P). Da auBerdem D und P abgeschlossen sind, folgt
int(P) € D. Sei y € int(P)\ D, und sei z € relint(xy) mit z € Rand(P).
Da xy N P kompakt ist, kann z als dasjenige Element aus xy N P definiert
werden, das von y maximalen Abstand hat. Es geniigt jetzt zu zeigen,
daB z auf einer Facette von P liegt und damit z € H; fiir j € {1, ..., k}
gilt. Dann folgt mit z € H; und y € int(P) C er, daB x ¢ N, H".
Widerspruch zur Voraussetzung!



Es bleibt zu zeigen, daB z in einer n — 1—dimensionalen Seite, einer
Facette, von P enthalten ist.Wir verwenden hier die oben konstruierte
Menge D. Man beachte, daB dafiir nur dim(P) = n und die Existenz
eines x ¢ P vorausgesetzt werden muB. Mit Satz 29 folgt, daB z als
Randpunkt einer kompakten konvexen Menge P mit int(P) # @ auf einer
stiitzenden Hyperebene von P liegt. z liegt also auf einer k—Seite von P.
Wir zeigen, daB kK > n — 2. Angenommen, es ware k < n — 2. Da jede
k—Seite von P nach Satz 34 ein von Elementen der minimalen
Darstellung erzeugtes Polytop ist und da nach dem Satz 24
(Caratheodory) jedes Element der Seite Konvexkombination von
héchstens (n —2) + 1 = n — 1 Elementen der Erzeugermenge ist, folgte
z € conv(Bpy) mit By C {x1,x2, ..., Xk} mit #By < n— 1. Also wére

z € D und damit auch y € D. Widerspruch! Also k = n—1, [



Satz 38. Sei P C R” eine polyedrische Menge, die keine Geraden
enthdlt. Sei f € R"" eine Linearform(d.h. eine lineare Abbildung

f : R" — R), die auf P nach oben beschrankt ist. (D.h.

sup,ep f(x) < 00.) Dann existiert ein Extrempunkt x € P, so daB
F(X) = supycp F(x).

Bemerkung. Falls P zusatzlich beschrankt ist (in dem Fall enthalt P
sicher keine Gerade), ist die Aussage zum Satz 32 dquivalent:

Sei f € R™™ ein lineare Form, sei P € R"” kompakt und konvex. Es gilt: Es
existiert einen Extrempunkt X € S so dass f(X) = sup, s f(x).

Bemerkung. Die Annahme, dass P keine Gerade enthilt, ist wichtig,
siehe das Bild

5 die Linearform f(x,y)=x
ist auf Halbebene x<=1
bescrankt, hat aber
keine Extrempunkte



Bemerkung. Falls konvexe abgeschlossene Menge P eine Gerade enthilt
(z.B. G = {x+ tv | t € R}), dann enthélt sie mit jedem y € P die ganze
Gerade G, y := {y + tV | t € R}, die parallel zu G ist und den Punkt y
enthalt.



Beweis. Wir zeigen, dass jeder Punkt der Gerade G, y als Grenzwert
einer konvergente Folge der Elemente von P darstellbar ist, und deswegen
in P liegen soll, weil P abgeschlossen ist.

Nach Voraussetzungen liegen die Punkte y und x +sv e G in P. Da P
OBdA
konvex ist, liegt deswegen auch (fiir jedes s >t > 0) der Punkt

xs = (1—1)y+ L(x + sV) auch in P. Wir sehen, daB
t — 5 . . .
Xs =Yy + ;)/_f( +tv = y 4 t - V. Wir sehen, dass die Folge xj (wir
~—

konvergiert
gegen 0

setzen s =1,2,3,...,k,... € N ein) in P liegt und gegen den Punkt

y + tv konvergiert. Da P abgeschlossen ist, gilt y +tve P.Dat >0
beliebig war, liegt die ganze Halbgerade y + tv in P. Analog zeigt man,
dass die andere Halfte der Geraden auch in P liegt, ]



Bemerkung. Insbesondere gilt: enthalt eine abgeschlossene
konvexe Menge eine Gerade, so hat sie keine Ecken.



Satz 38. Sei P C R” eine polyedrische Menge, die keine Geraden enthilt.
Sei f : R™ — R eine Linearform, die auf P nach oben beschrankt ist.
(D.h. sup,cp f(x) < 00.) Dann existiert ein Extrempunkt X € P, so daB
f(X) = sup,cp f(x).

Beweis. OBdA sei dim(aff(P)) = n. Induktion iiber n:
InduktionsAnfang n = 1: Gilt, da P keine Gerade ist.
InduktionsVoraussetzung: Gelte die Behauptung fiir P C Rk k< n-—1,
n>0.

InduktionsSchritt : Da f linear ist, gilt:

a = sup,ep f(X) = sup,crang(p) f(x). Da P polyedrisch, folgt:

Rand(P) = (PNH1) U(PUH3)U...U(PUH,,) wobei Hy, ... ' H, die
P begrenzenden Hyperebenen. Also folgt: a := supxepnrn, f(x) fir
i€{1l,....,n}. Da PN H; polyedrisch ist und dim(P NH;) < n und
auBerdem keine Geraden enthilt, folgt mit der Induktionsvoraussetzung,
daB ein Extrempunkt X € P U H; existiert, so daB a = f(x). Da jeder
Extrempunkt von P € H; ein Extrempunkt von P ist, folgt die
Behauptung, ]



Satz 39. Seien S, und S; kompakte, konvexe Mengen mit S, C S;. Dann
gilt: F Seite von $; = F N S, Seite von 5,.

Beweis. Falls F unechte Seite ist, so auch F N S,. Sei also F eine echte

Seite von S;. Dann existiert eine stiitzenden Hyperebene H von $;, so
daB F=HnNS;.DannistHNS =HNS5 NS =FNS, Seite von S.



Dualitat

Konvexen Mengen kann man (unter schwachen Zusatzvoraussetzungen)
duale (oder polare) konvexe Mengen zuordnen. Diese Dualitat ist oft von
Nutzen und soll hier untersucht werden.

Def. Konvexe Korper = konvexe kompakte Menge K in R" mit
int(K) # @.

Bsp. Abgechlossener Ball, Polyeder sind konvexe Kérper. Polyedrische
Menge ist nur dann ein konvexer Korper, wenn sie ein Polyeder ist.

Def. 34 Zunichst sei K € R” eine Menge mit 0 € int(K). Wir definieren
K*:={xeR"| (x,y) <1fiir alle y € K}.

K heiBt der Polarkorper oder duale Korper von K.

Bemerkung. Um duale Kérper zu definieren, braucht man nicht
vorauszusetzen, dass die unrsprungliche Menge konvex ist

Frage. Ist Polarkérper konvex? Was ist Polarkorper zu Polarkérper?
Bsp. Fiir die Kugel B(0,¢) mit Radius e > 0 gilt B(0,¢)* = B(0,1/e),
wie unmittelbar aus der Definition folgt.

Der nachfolgende Satz zeigt, dass (falls K ein konvexer Kérper ist) ist K*
wieder ein konvexer Korper ist, und dass in der Tat eine Dualitat vorliegt.



Satz 40. Sei K € R” ein konvexer Kérper mit 0 € int(K). Dann gilt K
ist konvex, 0 € int(K*) und K** = K.

Beweis. Zuerst konvexitat und kompaktheit. Fiir x;,x € K* und

t €[0,1] gilt (1 — t)x1 + txo,y) < 1fiir alle y € K, also

(1 —t)x1 + txp € K*. Also ist K* konvex. Trivialerweise ist K*
abgeschlossen (konvergiert eine Folge x, gegen x, so konvergiert die
Folge (xx,y) gegen (x,y). Falls alle Elemente (xx,y) der Folge < 1 ist,
dann ist der Grenzwert (x,y) auch < 1).

Fiir die Kugel B(0, <) mit Radius ¢ > 0 gilt B(0,e)* = B(0,1/¢), siehe
Bsp. oben. Aus der Definition ergibt sich, dass aus K; C K5 stets

Ky 2 K5 folgt (in der Tat, falls fiir alle y € K, die ungeichung (x,y) <1
erfiillt ist, dann ist diese Ungleichung auch fiir alle y € Kj erfiillt, wenn
Ki C K5 ist. )

Wir kénnen &, p > 0 wihlen mit B(0,¢) C€ K C B(0, p); dann ist
B(0,1/p) C K* C B(0,1/¢), also gilt 0 € int(K) , und K ist beschrankt
—— ——

B(0,p)* B(0,e)*
und daher kompakt.



Zuerst K C K** :

Sei y € K. Fiir beliebiges x € K* gilt (x,y) <1, also ist y € K**. Somit
gilt K C K** (iibrigens haben wir bis jetzt weder die Konvexidt noch die
Abgeschlossenheit von K benutzt).

Jetzt K D K** .
Sei z € R"\ K. Wir zeigen, dass z ¢ K**, was dquivalent zu K O K**
Ist.

Da K konvex und abgeschlossen ist, gibt es nach Satz 33 eine streng
separierte Hyperebene H; , = {x € R" | (I, x) = a} mit
KeH,={x€R"|{l,x) < a}und (I,z) > a; wegen 0 € int(K) ist
hier a > 0.

Fiir alle y € K gilt (I,y) <1, also ist //a € K*. Wegen (é,z) > 1 folgt
jetzt z ¢ K**. Damit ist der Beweis von K** = K erbracht, O



Wiederholung — Def. 29 Sei $ C R"” eine konvexe Menge. Ein
Punkt x € S heit Extrempunkt von S, wenn es kein Intervall ganz
in S liegend gibt, die x in ihrem relativen Inneren enthilt.
Wiederholung—Satz 32. Sei f € R"" ein lineare Form, sei

S € R™ kompakt und konvex. Es gilt: Es existieren Extrempunkte X
und y € S so dass f(x) = maxyes f(x) und f(y) = minycs f(x).



Wiederholung — Def. 32 Die Menge S := {x1, x2, ..., Xk } ist
eine minimale Darstellung des Polytopes P, wenn

P = conv({x1,x2,...,xx}) und Vi € {1,2, ..., k} gilt:

X Q/ COI’IV(S \ {X,'}).

Wiederholung — Satz 34. Sei M := {x1, x2, ..., Xk } eine

minimale Darstellung des Polytopes P. Dann sind folgende
Aussagen aquivalent:

(i) x € M.
(ii) x ist Ecke von P.
(iii) x ist Extrempunkt von P.



Der folgende Satz beschreibt, inwiefern beim libergang zu Polarkorpern
Durchschnitte und Vereinigungen vertauscht werden.

Satz 41. Seine Ki, K> konvexe Kérper mit und 0 € int(K;) (i = 1,2).
Dann gilt:

(K1 N Ky)* = conv(K{ UK5Y),

conv(Ki U Ky)* = K{ N K5.

Ist auBerdem K; U K3 konvex, so ist K U K5 auch konvex, also gilt
(K1N K)* = K{ UKJ,

(K1UKy)" = K N KJ.

Beweis. Aus K1 N K, C K; folgt K C (K1 N Ky)*, also

conv(K{ U KY) C (K1 N Kz)*. Aus K; C conv(K;y U K>) folgt

conv(Ki U Ky)* C K, also conv(K; U Ky)* C K{ N K3. Wendet man
beide Inklusionen auf K* statt K; an und benutzt K** = K, so erhalt
man die ersten beiden Gleichungen des Satzes.



Sei jetzt K1 U K, konvex. Seix € R" \ (K] U K3). Nach Satz 33 gibt es
li € R"\ {0} und a; € R mit (/;, x) > a; und (/;, y) < a; fur alley € K*
(also ista; > 0), woraus/;/a; € K** = K; folgt (i = 1,2). Da K; U K
konvex ist, gibt es eine Konvexe Kombination

z = tx* /1/31 +(1 — t)/2/32 € K1 U Ka. Wegen(/,-,x> > a; gilt <Z,X> > 1
und somitx ¢ (K1 N Ky)*. Damit ist (K1 N Kz)* C K{ U K5 gezeigt. Da
die entgegengesetzte Inklusion trivial ist, folgk{ U K>)* = K{ N K3 und
damit die Konvexiat von K" U K7, ]



Anwendung: lineare Optimierungsproblem

(Simplex-Verfahren, George Dantzig 1947) .

Seien A € Mat(m,n,R), b € R™, und ¢ € R"™ gegeben.
Eine zulassige Losung ist ein Vektor x € R", der die linearen
Bedingungen

aiixy +... +awnxn < b
ap1x1 +... +awmxn < b
amXx1 +... +tamnxnp < bm

erfiillt. Ziel ist es, unter allen zuldssigen Vektoren x einen zu
finden, der die Linearform

C(X) = C1X] + ...+ ChXp

maximiert. Dieses Optimierungsproblem in der sogenannten
Standardform wird oft abkiirzend als

max{c’x | Ax < b, }

geschrieben, wobei die Bedingungen Ax < b komponentenweise zu
verstehen sind.



Dariiber hinaus gibt es noch weitere aquivalente Formulierungen, die sich
durch einfache Operationen in diese Standardform bringen lassen:

* Minimierungsproblem statt Maximierungsproblem: Multiplikation des
Zielsform ¢ mit (-1)

* GroBer-gleich- statt Kleiner-gleich-Bedingungen: Multiplikation der
entsprechenden Ungleichungen mit (-1)

* Gleichheitsbedingungen statt Ungleichheitsbedingungen: Ersetzung von
ajiX = b,' durch a;X S b,' und —a;X S —b,'



(Eine dhnliche Aufgabe ist Hausaufgabe.)

Eine Firma stellt zwei verschiedene Produkte her, fiir deren Fertigung drei
Maschinen A, B, C zur Verfiigung stehen. Diese Maschinen haben eine
maximale monatliche Laufzeit (Kapazitdt) von 170 Stunden (A), 150
Stunden (B) bzw. 180 Stunden (C). Eine Mengeneinheit (ME) von
Produkt 1 liefert einen Deckungsbeitrag von 300 Euro, eine ME von
Produkt 2 dagegen 500 Euro. Fertigt man eine ME von Produkt 1, dann
benotigt man dafiir eine Stunde die Maschine A und eine Stunde die
Maschine B. Eine Einheit von Produkt 2 belegt zwei Stunden lang
Maschine A, eine Stunde Maschine B und drei Stunden Maschine C. Ziel
ist es, Produktionsmengen zu bestimmen, die den Deckungsbeitrag der
Firma maximieren, ohne die Maschinenkapazitaten zu iiberschreiten.

Auf mathemtische Sprache umformulieren: Angenommen, der
Betrieb fertigt pro Monat x; ME von Produkt 1 und x, ME von Produkt
2. Dann betragt der Gesamtdeckungsbeitrag G(x1,x2) = 300x; 4+ 500x,.

Diesen Wert mochte die Firma maximieren. Da | 1+2x2 < 170
die Maschinenkapazitaten eingehalten werden | 1+ z2 < 150

miissen, ergeben sich die Nebenbedingungen: 3z < 180

Da auBerdem keine negativen Produktionsmengen moglich sind, muss
x1, X2 > 0 gelten (Nichtnegativitdtsbedingung).



Wenn die Dimensionen n klein ist (z.B., n = 2), kann man

solche Aufgeben graphisch losen: wir minimieren
G(Xl, X2) = 300x; 4+ 500x, mit

214229 < 170 (Maschine A, rechts in schwarz eingezeichnet)

1+ 29 < 150 (Maschine B, rechts in tuerkis eingezeichnet)

e < 180 (\fIaschmﬂ C, rechts in violett emgezelchnet)

ex2<=iso |
10 VA

100 R® | G(xi,x) = a}
x1+2x2<—170 5 5 ? ? ~sind rot auf dem Bild; wir
“' miissen solche Gerade fin-

|3x2 <= 18“ den sodass a maximal ist.
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Umformulierung auf der Sprache der Konvexgeometrie:

Gegeben ist eine polyedrische Menge ( = die Menge von zul&ssigen
Losungen P := {x € R" | Ax < b}) und ein f € R (oben:

f(x1,..,Xn) = C1X1 + ... + CaXn). Man soll den Punkt x € P finden,
sodass f(x) = supycp f(x).

Bemerkung. Die Losung analytisch zu finden ist nicht moglich. Man st
mit einem Algorithmus zufrieden, das die Losung in Verniinftige Zeit

algorithmisch findet. Gegenstand der lineare Optimierung.
Fallunterscheidung:

1. f sei nach oben beschrankt, P enthilte keine Gerade. In dem Fall
gibt es einen EXTREMPUNKT X, so dass f(x) = supyep f(x) (Satz
38). Man muss den Extrempunkt finden.

2. Es konnte sein, dass die Linearform f nach oben nicht beschrankt
ist. Dann gibt es keine Losung. (es ware nicht schlecht, zu verstehn,
ob der Fall tatsachlich zutrifft.)

3. Es konnte sein, dass die Menge P eine Gerade enthalt. Man soll
verstehen, dass der Fall tatsachlich zutrifft, und was man weiter
machen kann



Bemerkung. Falls die polyedrische Menge P beschrankt ist (was
ofter in praktikbezogenen Aufgaben der Fall ist), dann ist die
polyedrische Menge P ein Polytop (Satz 37), und es gibt einen
EXTREMPUNKT=ECKE X, so dass f(x) = sup,cp f(x) (Satz
32).



Fall 1. Simplex-Algorithmus (besonders einfach, falls P

beschrankt ist)

Die Idee des Simplexalgorithmus ist es, an einer Ecke zu starten und den
Zielfunktionswert mit den Zielfunktionswerten alle benachbarten Ecken
zu vergleichen. Wird eine Ecke gefunden die einen hoheren
Zielfunktionswert aufweist, so wird die Prozedur wiederholt.

Der Simplexalgorithmus lauft dabei
an den Kanten des Polyeders entlang
bis er eine optimale Lésung gefunden
© Simplexalgorithmus durchituf+ Ecken hat. Der Vorteil liegt auf der Hand.
& Der Simplexalgorithmus braucht im
optimalen Fall nur wenige Ecken zu
evaluieren, bis er eine Losung findet.

“ Optimum wird auf Ecke angenommen




Simplexalgorithmus

1. Bestimme einen beliebigen Ecke v von
P.

2. Falls es keine verbessernde Kante (1-
Seite) inzident zu v gibt, stopp. v ist op-
timal.

3. Folge einer beliebigen verbessernden
Kante e von v. Falls e unbeschrankt ist,
d.h. keinen anderen Endpunkt hat, stopp.
Die Linearform f ist ebenfalls auf P un-
beschrankt.

4. Sei u der andere Endpunkt von e. Set-
ze v = u. Gehe zuriick zu Schritt 2.



Um das algorithmisch zu machen, braucht man:

1. Methode, eine Ecke zu finden

(Theoretisch Einfach: Man betrachten eine Gerade, lduft entlang der
Geraden bis zum Rand. Weil Rand aus polyedren Mengen der kleinerer
Dimension besteht, wiederholt man das Prozedur, bis zum Man in einer
Ecke kommt)

2. Methode, alle Kanten aus der gegebenen Ecke v zu finden:
(Theoretisch Einfach: Man betrachtet alle Hyperebenen,

aj1x1 + ... + ajnx, = b; die den Punkt v enthalten. Dann untersucht man,
ob Schnittmenge von irgendwelchen n — 1 (unabhindigen) dafon mit P
nicht leer ist)

3. Methode, um zu entscheiden, ob eine von Kanten verbessernde Kante
ist: Alle Kanten auszuprobieren



Die Menge von zulassigen Losungen enthalt eine Gerade.

Folgerung Sei P = {x € R" | Ax < b} ein nichtleere polyedrsiche
Menge.

Dann sind aquivalent:

1. P hat mindestens einen Eckpunkt.

2. P enthalt keine Gerade.

3. rang(A) = n.

Beweis. (1) <= (2) haben wir in Bemerkung nach Satz 38 bewiesen.
Wir zeigen (3) = (2) durch Widerspruch.

Falls P eine Gerade enthalt, dann enthalt jeder Halbraum

ai X1 + ... + ainxn, < bj eine Gerade (z.B. QX,V); dann muss diese Gerade
nach Lemma 10 parallel zur Hyperebene {a;1x1 + ... + ajnx, = b;} sein;
also muss aj;vq + ... + ajpv, = 0 sein. Weil dass fiir alle 7 erfiillt ist, liegt
v in Kern(A), und Rank(A) < n.

Wir zeigen (2) = (3). Angenommen, P enthilt keine Gerade. Dann ist
Kern(A) = {0} nach Satz 27 (a) LAAG 1 (weil ein Punkt von P plus alle

Vektoren aus Kern wieder in P liegen soll.) Dann ist

rk(A) 2% dim(Bilda) = n — dim(Kern(A)) = n.



Das dritte Hilbertsche Problem

David Hilbert

@ 23.1.1862 (Kdnigsberg)
— 14.2.1943 (Gottingen)

@ Grindungsmitglied der DMV (1890)

Hat in 1900 eine Liste aus 23 wichtigste Probleme der Mathematik
veroffentlicht.



Das dritte Hilbertsche Problem (1900) und dessen

Motivation.

Erstes geldstes Problem:

3. Die Volumengleichheit zweier Tetraeder von gleicher

Grundflache und Hoéhe.

..., 2wei Tetraeder mit gleicher Grundflache und von gleicher
Héhe anzugeben, die sich auf keine Weise in congruente
Tetraeder zerlegen lassen und die sich auch durch
Hinzuflgung congruenter Tetraeder nicht zu solchen Polyedern
erganzen lassen, flr die ihrerseits eine Zerlegung in
congruente Tetraeder mdglich ist.

Man kann das Problem auch wie folgt umformulieren: Sind je zwei
Polyeder mit gleichem Volumen zerlegungsgleich, das heilt kann man
immer ein Polyeder in polyedrische Teile schneiden und das andere
Polyeder aus diesen Teilen zusammensetzen?

Motivation.

» In dim 2 ist hat das Problem keine Losung (Elementare Geometrie;

GauB).

» Falls die Problem keine Lésung hat, kann man viel einfacher den
Begriff ,,Volum® in dim 3 definieren.



Dieses Problem wurde von Max Dehn im selben Jahr 1900 gelost.
Der Beweis von Dehn war sehr kompliziert. Spater stellter es sich
heraus, dass man eine einfachere Losung mittels Lineare Algebra

konstruieren kann. Wir machen dies in der nachste Woche. Dazu

brauchen wir Das Auswahlaxiom



Exkurs in Mengenlehre: Das Auswahlaxiom

Def. 35 Sei A eine Menge von nichtleeren Mengen. Dann heil3t
F:A— J,cac eine Auswahlfunktion fiir A (mit dem Definitionsbereich
A und Werbereich Vereinigung von allen Elemente aus A), falls gilt:

VX e A: F(X) e X.

F wahlt also aus jeder Menge X in A genau ein Element aus.

Das Auswahlaxiom lautet dann wie folgt:

Zu jeder Menge nichtleerer Mengen gibt es mindestens eine
Auswahlfunktion.

Das Auswahlaxiom postuliert die Existenz einer Auswahlfunktion, gibt
jedoch kein Verfahren an, wie man eine solche konstruieren konnte.

Beispielsweise ist es nicht allgemein moglich, fiir eine beliebige Menge
von Teilmengen R eine Auswahlfunktion explizit anzugeben.

Das Auswahlaxiom ist von der liberwiegenden Mehrheit der
Mathematiker akzeptiert. Es folgt nicht von anderen Axiomen der
Mathematik. Es gibt Zweigen der Mathematik (z.B Die
Konstruktivistische Mathematik), die auf das Auswahlaxiom verzichtet.



Fiir welche Falle das Auswahlaxiom relevant ist, sei an den folgenden
Beispielen verdeutlicht:

* Fiir eine endliche Menge A = {A;,..., A,}von nichtleeren Mengen ist
es trivial, eine Auswahlfunktion anzugeben: Man wahlt von jeder Menge
irgendein bestimmtes Element aus, was problemlos moglich ist. Man
braucht das Auswahlaxiom hierfiir nicht. Ein formaler Beweis wiirde
Induktion iiber die Gr6Be der endlichen Menge verwenden.

* Fiir Mengen von nichtleeren Teilmengen der natiirlichen Zahlen ist es
ebenfalls problemlos moéglich:Man wahlt von jeder Teilmenge das kleinste
Element aus. Ahnlich kann man fiir eine Menge von abgeschlossenen
Teilmengen der reellen Zahlen eine explizite Auswahlfunktion (ohne
Verwendung des Auswahlaxioms) angeben, indem man etwa aus jeder
Menge das (wenn moglich positive) Element mit kleinstem Absolutbetrag
wahlt.



* Selbst fiir Mengen von Intervallen reeller Zahlen ist eine
Auswahlfunktion definierbar: Man wahlt von jedem Intervall den
Mittelpunkt aus.

* Fiir Mengen von beliebigen nichtleeren Teilmengen der reellen Zahlen
gibt es jedoch keine offensichtliche Definition einer Auswahlfunktion. In
diesem Fall ist das Auswahlaxiom relevant. Es postuliert die Existenz
einer Auswahlfunktion, ohne sie anzugeben. Man kann sogar beweisen,
dass man sie nicht fiir allen Mengen von beliebigen nichtleeren
Teilmengen der reellen Zahlen konstruieren kann. Beweisidea: Es gibt nut
abzihlbare viel ( = |N|) S&tze (in einer Sprache), und deswegen nur
abzahlbare viel Punkten beschreiben werden kann.



Wir (eigentlich, Sie, das waren Hausaufgaben) haben das

Auswahlaxiom bereits zweimal benutzt

Einmal im Beweis von Lemma 2 in LAAG |I:
Lemma 2 f : A — B sei eine Abbildung und A # &. Dann gilt:

(1) f ist injektiv <= f hat eine Linksinverse.
(2) f ist surjektiv <= f hat eine Rechtsinverse.

Wiederholung. Eine Rechtsinverse Abbildung (zu f : A — B) ist
eine Abbildung g: B— Amit f og = Idg

Beweis von (1), und von der Richtung <= von (2) war sauber.



Beweis: f ist surjektiv = f hat eine Rechtsinverse.
Wiederholung. Eine rechtsinverse Abbildung (zu f : A — B) ist eine
Abbildung g : B — Amit f o g = Idg

Beweis: f sei surjektiv vorausgesetzt. Sei x € B. Die gesuchte
rechtsinverse Abbildung g : A — B wird nun definiert durch
g(x) := y,wobei y irgendwelcher Punkt aus der Urbildmenge Urbilds(y).

Definition ist nur dann korrekt, wenn wir aus der Menge Urbild¢(y) einen
Punkt auswahelen konnen; z.B. falls wir Auswahlaxiom akseptieren.

Dann gilt fiir Vx € B: f o g(x) = f(g(x)) = f(y) "= ="" x.

Bemerkung. Das Auswahlaxiom ist zur Existenz von der rechtinversen
Abbildung zu eine beliebige Abbildung aquivalent.



Wir (eigentlich, Sie, das waren Hausaufgaben) haben das

Auswahlaxiom bereits zweimal benutzt

Zweites Malin der Hausaufagabe l1a, Blatt 1. eine Mengé ist genau
dann unendlich ist, wenn sie zu einer ihrer echten Teilmengen\)

gleichmachtig ist.
Lesung der Hausaufgabe in= Richtung. Wir beweisen, das eine
disjunkte Folgexy, ..., x«, ... € M existiert, und dann debPnieren die

Abbildung

| f(X):X fﬁI’X?Xi,iEN
f:M— M\{x}, { f(x;) = x;y1 fiir x; aus der Folge

Dann qilt:

git f : M — M\ {x;} biektiv und
== | die MengenM und M \ {x;} sind
gleichrmachtig.

f ist injektiv; die Bildmenge
Bildg ist M\ {x1}

Um eine solche Folge zu kosnstruieren, braucht man aber die
Auswahlaxiome: die folgendgonstruktionO war vorgeplannt:

wir nehmeneinen Punktx; € M. Da M unendlich ist, istM \ {x; } 7 &;
nehmenwir x, € M\ {x1}; dannxs € M\ {x;,x} u.s.w.



Es ist gefahrlich, mit Mengen naiv umzugehen:
Man bekommt sofort Widerspruch, wenn man sich zuviel

erlaubt:

RUSSELL-ZERMELOsches Paradoxon ()

Sei R = {X | X ist Menge und X & X} die Menge aller Mengen, die sich
nicht selbst enthalten.

Dann gilt filr eine beliebige Menge ¥

YeR & Ygy¥Y
Insbesondere gilt dann fiir ¥ = R

ReR = R&R
Widerspruch !



Halbordnong/Ordnung auf der Menge

Wiederholung. Eine Relationauf einer MengeV ist eine Teilmgenge
RC M x M. (Statt (x,y) € R schreibt manx R y.)

Def. 36 Eine Relation.<O hei§tHalbordnung, falls sie (bir alle
a,be M) o

transitivit ist: ausa < bundb < cfolgt a < ¢, und
re3exivist: a < a.

antisymmetrischist: ausa < bundb < afolgt a= b.

Bsp. Die ublicheogc‘) Ist eine Halbordnung auR:
Bsp. Die ublicheéc‘) Ist eine Halbordnung a@@: sie besteht aus allen
Paaren &, y) wobeix,y € R. Z.B. ist weder (1 +/,/) noch (/,1+ /) in

. ,< hY
der Relatlono_o



Exkurs: Kardinalzahlen

Wir betrachten die Aquivalenzrelation »gleichmachtig” auf (der Menge
von) allen Mengen, siehe Vorl. 1, 2. Die Aquivalenzklassen bzgl. diese
Relation heiBen Kardinalzahlen.

Falls die Menge endlich ist, kann man deren Kardinalzahl mit Anzahl von
Elemente identifizieren: die endlcihe Mengen sind genau dann
gleichmachtig, falls sie aus gleichen Anzahl von Elementen bestehen.

Die Kardinalzahl Xy ist die Aquivalentklasse von N. In Vorl. 1 haben wir
bewiesen, dass Q € Ny. (Man schreibt auch |Q] = Ny.)

Die Kardinalzahl X; ist die Aquivalentklasse von R. In Vorl. 2 haben wir
bewiesen, dass 29 € R; (oder, man schreibt [29] = X;.)

Bsp. Die Relation ,,hochstens gleichmachtig” ist eine Halbordnung auf
der Menge von Kardinalzahlen. In der Tat, sie ist
transitiv: gibt es Injektionen

und ¢ : B — C , so ist die Verkettung v o o : A — ( eine
Injektion.
Also, aus und Ng < N folgt N, < N,

reflexiv: |A| = |A|,

antisymmetrisch: gibt es Injektionen ¢ : A— B und ¥ : B — A, dann ist
|A| = |B| nach Def. 2



Def. 36 — Vorsetztung Eine Halbordnung ,, <" heiBt eine Ordnung ,
falls zusatzlich fiir jede a, b € M gilt a < b, oder b < a.
Bsp. Die ilibliche ,, <" ist nicht nur eine Halbordnung, sondern auch eine

Ordnung auf R.
Bsp. Die Halbordnung ,, <" ist keine Ordnung auf C. (weil weder
i<i+1lnochi+12>/).

Wir sagen, dass eine Teilmenge T C M eine total geordnete Menge bzg.
einer Halbordnung ,, <" ist, falls der Halbordnung ,, <" beschrankt auf T
eine Ordnung ist: fiir jedes Paar (x,y) € T x T gilt x < y oder y < x.

Bsp. In der Halbgeordnete Menge (C, <) ist R C C total geordnet.



Def. 36 — Vorsetzung

Wir sagen, dass eine Teilmenge T C M eine obere Schranke hat, falls
es ein m € M gibt, so dass x < mfiir alle x € T.

Wir sagen, dass ein Element m € T maximal ist, wenn es kein a € T
gibt mit m < a.

Ein Element o von M heiBt kleinstes Element, wenn fiir alle m € M gilt:
o< m.

Bsp. Ein offenes Interval auf R hat kein maximales Element, hat aber
eine obere Schranke. Ein abgeschlossenes Interval hat immer ein
maximales Element.

Bemerkung. Ein maximales Element muss keine obere Schranke von M
sein. Das ware ein groBtes Element. Z.B., falls die Relation R leer ist, ist
jedes Element ein maximales Element, weil weder a R b noch b R a gilt.
Also, maximales Element und kleinstes Element sind keine Antonimen.



Def. 36 — Vorsetzung Eine obere Schranke m heiBt eine kleinste obere
Schranke von § C M , wenn fiir alle oberen Schranken m von S gilt:

m < m. Wenn eine kleinste obere Schranke existiert, dann ist sie
eindeutig bestimmt.

Wenn fiir jede total geordnete Teilmenge von M eine obere Schranke
existiert, dann heiBt M induktiv geordnet. Wenn sogar jeweils eine
kleinste obere Schranke existiert, dann heiBt M strikt induktiv geordnet.
Bsp. Sei M C 2. Wir betrachten die folgende Relation
(Inklusionsrelation) auf M:

X <Y << X CY . Eine total geordnete Teilmenge ist eine Familie

T C 24 von Teilmengen von A, sodass fiir je zwei verschiedene Elemente
B,C € T entweder B C C oder C C B gilt. Wenn nun die Vereinigung
aller Mengen aus T auch in M liegt (das ist nicht selbstverstandlich!),
dann hat man eine (und sogar die kleinste) obere Schranke gefunden.



Satz 42 (Fixpunktsatz) Es sei (M, <) eine nichtleere geordnete Menge
mit einem kleinsten Element o. In M habe jede total geordnete Menge T
eine kleinste obere Schranke. Sei F : M — M eine Abbildung mit der
Eigenschaft

Vme M:m < F(m). Dann gibt es ein m € M mit F(m) = m.

Beweis. Wie nennen eine Teilmenge S von M zulassig, wenn die
folgenden drei Bedingungen gelten: o € S, Bildg(S) C S und fiir jede
total geordnete Teilmenge T C S liegt auch die kleinste obere Schranke
T (von T) in S. Zum Beispiel ist M selbst zulissig.

Nun sei Sg der Durchschnitt aller zulassigen Teilmengen von M. S ist
auch zul3ssig: o € Sg;

Bildr(So) = Bildg (1 S| = () Bide(S)S () S=5%,

S zuléissig S zuléissig S zulissig

und wenn T in allen S liegt, dann liegt auch T in allen S, schlieBlich
auch in Sy.

Bemerkung. Wir haben dieselbe ldea friiher, insbes. in Vorl. 12
mehrmals benutzt, siehe Def. von lineare, Hiille, konvexe Hiillen.



Also, Sg ist selbst zuldssig und damit die kleinste aller zuldssigen
Teilmengen von M.

Wir zeigen, dass 5o total geordnet ist; daraus folgt fiir die kleinste obere
Schranke 5S¢ einerseits,
(a) dass Sy das groBte Element von Sy ist.

(b) Andererseits gilt aber wegen der Zulissigkeit F(Sp) < So.

_ (a _ _(b) _
Wir bekommen insgesamt Sy < F(Sp) < Sp, und damit die gewiinschte
Gleichheit.

Noch zu zeigen ist also die folgende Behauptung
Behauptung: S ist total geordnet.



Behauptung: S ist total geordnet.
Beweis der Behauptung. Wir nennen e € 5y ein extremales Element,
wenn fiir alle s € 59 mit s < e,s # e gilt, dass F(s) < e. Zum Beispiel

~~

s<e
iIst das kleinste Element o extremal. Filir ein extremales e setzen wir

Se ={s€ Sy |s<eoder F(e) < s}.

Dann ist fiir jedes extremale e die Menge S, zulassig:
e 0 liegt in S .

e Fiir jedes Element s € S, folgt aus s < e sofort F(s) < e nach Def.
von extremalem Element,

aus s = e folgt F(s) = F(e) < e (nach Voraussetzungen),

und aus s £ e folgt F(e) < s < F(s).

Also gilt insgesamt Bildg(S.) C S..

e Es sei T eine total geordnete Teilmenge von S.. Wenn dann fiir alle

t € T die Ungleichung t < e gilt,dann gilt auch die kleinste obere
Schranke T = e. Wenn es aber mindestens ein t gibt, sodass die
Ungleichung t < e nicht gilt, dann ist e < F(t) < F(T). Wir sehen aus
diesen beiden Fillen: T € S..

Da aber Sy die kleinste zuldssige Teilmenge von M ist, muss also fiir alle

extremalen e gelten: S5, = 5.



Nun miissen wir noch zeigen, dass jedes e € Sy extremal ist. Dann folgt
namlich fir s € Sy :

s € Se also s < eoder e < F(e) <s.

Das sagt dann, dass Sy total geordnet ist.

Um zu beweisen, dass jedes e € S¢ extremal ist, betrachten wir

E .={e €S| e ist extremal }.

Nun weisen wir nach, dass E zuldssig ist, und damit gleich 5.

o€ E : Klar.

Abgeschlossenheit von E unter F:

Vee E, Vs € 5o = Se,s < F(e) gilt: F(s) < F(e).

Diese letzte Ungleichung gilt, da F(e) £ s und damit s < e . Nun greift
die Extremalitat von e zu.

Nun sei noch T C E total geordnet, und seine kleinste obere Schranke
sei T . Zu zeigenist T € E. Sei dazu s € Sy, s < T. Wenn fiir jedes

t € T die Relation F(t) < s gelten wiirde, dann wire T als obere
Schranke von extremalen Elementen selbst < s — Widerspruch.

Also gibt es ein extremales e € T mit F(e) # s, und da Sy = S, gilt folgt
daraus zwangsweise s < e. Aber s # e impliziert dann F(s) < e < T,
und aus s = e folgt F(s) = F(e) € E, denn E ist unter F abgeschlossen.
Also ist auch in diesem Fall F(s) < T . Damit folgt insgesamt, dass T

extremal ist Fl



Satz 43 (Lemma von Zorn) Jede nichtleere halbgeordnete
Menge, in der jede total geordnete Teilmenge eine obere Schranke
hat, enthalt mindestens ein maximales Element (falls das
Auswahlaxiom gilt).

Beweis. (a) Wir behandeln zuerst den Fall einer strikt induktiv
geordneten Menge. (Wiederhol. — wenn fiir jede total geordnete
Teilmenge von M eine kleinste obere Schranke existiert, dann heiBt
M strikt induktiv geordnet.)

Da es eben langt, ein maximales Element zu finden, das < x fiir
ein willkiirlich gewahltes x ist, diirfen wir uns auf den Fall
beschranken, dass M ein kleinstes Element enthalt. Dann nehmen
wir an, es gebe kein maximales Element. Wir finden also fiir jedes
m € M ein groBeres Element F(m) und definieren damit eine

Funktion F : M — M, fiir die gilt:
Vme M : m< F(m).

Bemerkung. Wir brauchen dafiir das Auswahlaxiom. Die
Funktion F ist wie im Satz 42, deswegen muss F einen Fixpunkt
haben: Widerspruch.



Nun sei M induktiv geordnet und H die Menge aller total
geordneten Teilmengen von M. Dann ist H beziiglich der Inklusion
geordnet, und zwar strikt induktiv, denn die Vereinigung einer total
geordneten Familie von total geordneten Teilmengen ist wieder eine
total geordnete Teilmenge und offensichtlich die kleinste obere
Schranke der Familie (beziiglich Inklusion). Insbesondere besitzt H
nach (a) ein maximales Element T (das ist eine total geordnete
Teilmenge von M). Es sei O eine obere Schranke von T. Dann
muss O schon zu T gehoren, da T U O eine total geordnete Menge
ist, die T enthalt, aber T ist schon maximal. Dieses Element O ist
dann ein maximales Element in M, denn fiir jedes m € M folgt aus
O < m, dass m eine obere Schranke von T ist und somit ebenfalls
zu T gehoren muss, also insbesondere m < O und damit m = O.



Hamel-Basen

Def. 37 Eine Hamel-Basis von K-Vektorraum (V, +,-) ist eine
Teilmenge B C V/, so dass

e sie linear unabhingig ist (d.h., das Null-Element 0 nur als triviale
ENDLICHE Linearkombination der Elemente von B dargestellt werden

kann.)
ee sie ist erzeugend : Man kan jedes Element von V als ENDLICHE

Linearkombination der Elemente von B darstellen.

Bemerkung. In Satz 25 LAAG | haben wir bewiesen, dass (ee) zur
folgenden Aussage aquivalent ist: Die Menge B ist maximal: wenn wir
noch einen Element hinzufiigen, wird die Menge linear abhangig.

Falls der Vektorraum V' endlich erzeugt ist, ist Hammel-Basis fast
dasselbe wie eine Basis: wenn wir die Elemente von B als ein Tupel
schreiben, bekommen wir eine Basis, und umgekehrt.



Satz 44. Jeder Vektorraum hat eine Hamel-Basis

Beweis. Sei V ein Vektorraum. Wir betrachten:
P:={X C V| X linear unabhingig } C 2".
Die Menge P ist bezuglich der Relation ,C" halbgeordnet. Es gilt:

1. Besteht V nicht nur aus dem Nullvektor, dann ist P nicht leer ( weil
jede Einermenge { v} mit v € V und v # 0 ein Element von P ist).

2. Fiir jede total geordnete Teilmenge T C P ist auch
UT = Uxer X=1{v|IXecT:vecX}inP.

In der Tat, die Menge | J T ist linear unabhangig: endlich viel Vektoren

Vi ,..., Vkx liegen alle in der grossten vom X, ..., Xi; (existiert, weil T
~—~ ~—~
eXi e Xk

total geordnet ist) dann sind sie nach Konstruktion linear unabhingig.
Also, T hat eine obere Schranke.

Aus dem Lemma von Zorn folgt nun, dass P ein maximales Element hat.
Die maximalen Elemente von P sind nun aber genau die maximalen (in
Sinne der Bemerkung oben) linear unabhingigen Teilmengen von V/, also
die Basen von V. Daher hat V eine Basis und es gilt dariiber hinaus,

dass jede linear unabhangige Teilmenge von V in einer Basis von V
enthalten ist, E]



Bsp. Da Q ein Unterkorper von R ist, ist R ein Q-Vektorraum.
Nach Satz 1 ist er unendlichdimensional. Er hat trotsdem eine
Hamel-Basis, d.h., die Menge B C R sodass jedes a € R eine
eindeutige Linearkombination von der Elementen von B ist. Diese
Menge B kann man nicht konstruieren, wir kennen nur die
Existenz.

Die Basis B ist nicht explizit gegeben, und ist mit Hilfe von
Auswahlfunktion konstruiert. Wir kdnnen sie nicht explizit geben:
»Explizit” bedeuted, dass wir die Basiselemente in Worten
beschreiben.

Aber: Kardinalitdt von allen moglichen Satze ist Xg = |N| (auch

wenn wir die unendlichen Satze erlauben), aber die Kardinalitat
von B ist N; = [R|.



Frage. Die Funktion f : R — R erfiille

Fix +y) = fx) +f(y). (+)

Ist sie linear?
(Umformulieren: folgt f(\ - x) = Af(x) aus (x) ?)

Angenomenn f(1) =« # 0. Dannist f(2) = f(1+ 1) &) 2¢v, induktiv
f(n)=n-a.

Dann ist £(0+ 1) & £(0) + f(1) = (1) = £(0) = 0.

Analog f(—n) ist die Zahl sodass f(—n) + f(n) = f(0) = 0; schliesslich
f(—n) = —na

Analog f(p/q) ist die Zahl sodass

q-f(p/q)= f(p/q)+ ...+ f(p/q) = flp/a+...+p/q) =f(p) =

~" ~"

q Stiick q Stiick

pa = f(p/q) = p/q- .
Also, f(x) fallt mit der (linearen Funktion) « - x auf Q zusammen.

Insbesondere gilt: wenn wir zusatzlich verlangen, dass f stetig ist, dann
ist sie linear.




Es gibt aber nichtlineare Funktionen mit der Bedingung (*):
Man betrachte z.B. zwei Zahlen a, b € R, die iiber QQ linear unabhangig

sind (z.B. a=1 und b = v/2), und eine Hamel-Basis B in R

ein Q-Vektorraum

sodass a, b € B sind.

Wiederholung. Um eine lineare Abbildung zu definiren, brauchen wir
nur die Bilder von Basiselementen einzugeben. (Satz 30 LAAG 1)

Wir wahlen o, 3 € R und setzen f(a) = «, f(b) = 3 und Vx € B\ {a, b}
setzen wir f(x):=0.

Die Abbildung ist linear (iiber Q).
Sie erfiillt deswegen f(x + y) = f(x) + f(y), wie wir wollen.

Bemerkung. Man kann selbstverstandlich mehr als zwei Basisvektor
benutzen, sogar Ny Vektoren.



Was kennen wir uber f

Def von f: f(a) =«, f(b) = und Vx € B\ {a, b} f(x):=0.
Also, wir konnen nur die Werte von Funktion f auf der Zahlen der

Form %a + %b berechnen (wobei % € Q);

f (%a T %b) - %a + %6. Dies reicht, um 3. Problem von

Hilbert zu losen.



Wiederholung: Das dritte Hilbertsche Problem (1900): Sind je zwei
3-dim Polyeder mit gleichem Volumen zerlegungsgleich, das heiBt kann
man immer ein Polyeder in polyedrische Teile schneiden und das andere
Polyeder aus diesen Teilen zusammensetzen?

Antwort: Nein: Sogar ein Wiirfel kann man nicht in polyedrische Teile
schneiden und dann ein regelmaBiges Tetraeder aus diesen Teilen
zusammensetzen.

Beweis. Sei P die Menge aller Polyedra. Wir betrachten die Folgende
Abbildung F : P — R:

FPY = S 11l Fo(), N T
N
C

eine Kante
von P

o

wobei |/| ist die Lange von der Kante /, /

¢(/) ist der Diederwinkel um Kante /, s. Bild. C

Und f ist die oben konstruierte Abbildung (mit der Eigenschaft
f(x+y)=f(x)+ f(y)); die Daten a, b, a, 5 € R sind wie folgt:

a ist der Diederwinkel von Wiirfel (d.h., a = 7/2)
b ist der Diederwinkel vom regelmaBigen Tetraeder (die Zahlen a

und b sind iiber Q linearunbhangig;wir werden es nicht beweisen).
a=0und =1



Die Funktion F vom Wiirfel und vom regelmaBigen

Tetraeder

Wir konnen die Funktion f nur fiir einige Eintrage ausrechnen, und zwar

nur fiir Linearkombinationen von a und b. Das reicht, um F(Wiirfel) und
F(Reg. Tetraeder) auszurechnen.

F(Wiirfel) = Z Il a =0 ;

| ist —
eine Kante

F(Reg. Tetraeder) = Z | 6 >0.
—~—

| ist
eine Kante

Wir sehen, dass F(Wiirfel) # F(Reg. Tetraeder)
Das folgende Behauptung lost das 3. Problem von Hilbert:

Behauptung Sind zwei Polyeder P; und P, zerlegungsgleich, so gilt
F(P1) = F(P»).
Losung des 3. Problem von Hilbert. Da

F(Wiirfel) # F(Reg. Tetraeder) ist, sind Wiirfel und reg. Tetraeder
nicht zerlegungsgleich.



Behauptung Sind zwei Polyeder P; und P, zerlegungsgleich, so gilt
F(P1) = F(P2).

Beweis der Behauptung: Wenn wir ein Polyeder (T auf dem Bild) mit
einen Ebene in zwei Polyedra ( Ty, T») schneiden, gilt

F(T)=F(T1)+ F(T>).

In der Tat, der Ausdruck |/|f(¢(/)), der Kante entspricht, bleibt
unverandert.

Der Ausdruck , |/|f(¢(/)), der blaue Kante entspricht, ist die Summe
von Ausdrucke der blauen Kanten von T7 und T>.

Die Summe von Ausdriicke fiir die neuen kanten 3’ und 3" ist 0, weil

| = |a"| = |a], und
2 |F(6(2) + 12" F((a")) 2 |alf (6(2') + ¢(a")) = |a|f(m) =
2|a|f(r/2) = 0.

Da man OBdA annehmen kann, dass P; mit Hilfe von endlich viel
Anwendungen von schneiden in zwei Polyedra zerlegt ist, ist die
Behauptung bewiesen.



Neuer (kurzer) Abschnitt: Transformationsgruppen

(Einfiihrung)

» Sei Sy die Menge aller Bijektionen a von M auf sich (heissen
oft Selbstabbildungen).

» Su ist eine Gruppe bzgl. Verkettungen, siehe Satz 3 Vorl. 4
LAAG I.

» Transformationsgruppe (informell) ist eine Untergruppe von

Sy, die irgendwelche Eigenschaften von Objekten von M
nicht verandert.



Affine Transformationen

Zwei Definitionen:

Urspriingliche Def. aus LAAG I; und auch aus LAAG Il, siehe
Def. 13 Eine affine Transformation, oder Affinitdt, (von M = R")
ist eine Abbildung der Form f(x) = Ax + b, wobei A € GL(n,R).

Folgerung aus Satz 22 (Fundamentalsatz der affinen
Geometrie). Eine affine Transformation ist eine Bijektion
f: R" — R", die Geraden auf Geraden abbildet.



Euklidische Transformationen

Wiederholung. Euklidische Raume sind affine Raume iiber
Vektorraumen mit Skalarprodukt. In dem Fall ist der Abstand zwischen
zwei beliebigen Punkten erklirt ist: d(x, y) = |xy| g x — yl.

a:R"” — R" heit eine Isometrie, wenn fiir beliebige x,y € R” gilt:
d(x,y) = d(a(x), aly)).

Bsp. Wir betrachten R” mit Standard-Saklarprodukt ( , ). Dann sind die
Abbildungen

FO,b V-V . FO,b .= OX-|— b, (>|<)
wobei O eine orthogonale (n x n)— Matrix und b € R" ist, (bijektive)
Isometrien (bzgl. Standard-Metrik).

Satz 68 LAAG |. Jede Isometrie eines endlichdimensionalen
Euklidischen Raums ist wie in (x)

Das heiBt Im Standard-Raum R" mit Standard-Skalarprodukt:
jede Isometrie g kann man als

X1 X1 bl
F(:) =0 (:)—I—(:) schreiben,
Xn Xn bn

wobei O eine orthogonale Matrix ist.

In Worten Jede Isometrie (der Standard-Metrik) ist Verkettung von
Nrahiina 11ind \arcrhichiino



Noch ein Bsp.: Ahnlichkeitstransformationen in

Elementargeometrie

Schuldefinition: Ahnlichkeitsabbildungen sind Abbildungen, die die
Gestalt von Figuren erhalten.

Def. 38 Wir betrachten R” mit dem Standard-Skalarpriodukt ( , ).
Eine Bijektion a von R" heiBt ein Ahn- A
lichkeittransformation , wenn es eine re- &

elle Zahl k > 0 gibt, sodass fiir beliebige 3 ,
x,y € R" gilt: p

d(a(x),a(y)) = k- d(x,y).

k heiBt Ahnlichkeitsfaktor von a.

Bemerkung. Isometrien sind Ahnlichkeitsabbildungen mit k = 1.
Folgerung. a(x) = Cx+ ¢ mit C = k- O, wobei O € O(n).

Beweis. die Abbildung 3, 3(x) = a(x) ist eine Isometrie.

Folgerung. (Hausaufgabe) Ahnlichkeitsabbldungen sind die
Bijektionen, die gleichzeitig Geradentreu sind (d.h., Bild jeder Gerade ist

eine Gerade) und Winkeltreu (d.h., Winkel zwichen Geraden G; und G,
ist gleich den Winkel zwichen Geraden Bild,(G1) und Bild,(G>)) sind.

Ahnliche Dreiecke



Alle oben genannten Transformationsgruppen kann man

aus Untergruppen von Matrizengruppen Darstellen:

\_/_Vir werden dies in dim 2 erklaren, und zuerst nur fir
Ahnlichkeitsabbildungen obwohl die Dimension nicht wichtig ist: Wir
betrachten die erweiterte Koordinaten”

X . . .
(;) Ersetzt [} In diesen Koordinaten gilt:
1

| _ Da jede oben genann-

* Drehung um 0-Punkt: {ME; . E”] {] te Transformationen
(in  dim 2) Ver-

k] kettungen von den

0 0 1

Abbildungen aus der
Liste links ist, sind
die oben genannten
X+1 Gruppe von Transfor-
mationen  (isomorph
cos(a) sin(a) 0] [ = %' ZU) Untegruppen von
S dew

N——
=3

« Skalierung:

Translation: { | ]

Spiegelung:

0 0 1



— Jede Transformation wird (in den érweiterten Koordinaten")
zu einer Matrizenmultiplikation mit der Matrix der Form

( SOO ) wobei O € 0(2).

a3
1

Wir haben diese Formel bereits benutzt, in Vorl. 25— 26, siehe
Hauptsatze der Theorie der Quadriken (Normalformen).

Analog gilt: Matrizen der Form A = ( A 713 ) wobel

a23
0O O 1

A € GL(2,R) reprasentieren alle affinen Transformationen von R2.




Der projektive Raum P(V') und projektive

Transformationen

(V,+,-) sei ein Vektorraum (iiber K).

Def. 39. Der zu V gehdrige projektive Raum P (V) ist definiert
als die Menge aller 1-dimensionalen Untervektorraume von V . Ist
dim(V) < oo, so setzt man dim(P(V)) :=dim(V ) — 1. (Nach Def.
ist P({0}) = @ und P({0}) = —1 — wir kénnen damit leben).

Bemerkung. Man hat eine kanonische Abbildung
V\{0} - P(V),v— G, ={\v|X € K}.



Homogene Koordinaten

Def. 40 Sei V = K"*!. Dann sind die homogenen Koordinaten
von v = (xg, X1, ..., Xn) € V' \ {0} definiert durch
(x0:x1:...:xp) =G, ={Av|]A €K}|
Es gilt:
Gy =Gy <= I\ € K\ 0 mit v/ = A\v

< A€ K\ 0 mit (X, ..., x},) = (AX0, -ory AXn)
Die homogenen Koordinaten sind also nur bis auf einen
gemeinsamen Faktor A\ # 0 aus K festgelegt.




Wiederholung.

Def. 39. Der zum Vektorraum V gehorige projektive Raum P(V)
ist definiert als die Menge aller 1-dimensionalen Untervektorraume

von V .

Falls V = K" ist, bezeichnet man P(V) oft mit P"(K) (s.d.
P(K"™1) = P"(K)), oder sogar mit PK".

Bemerkung. Man hat eine kanonische Abbildung

V\ {0} = P(V),v— G, = {\v|]A e K} :=Kv.

Def. 40 Sei V = K"*!. Dann sind die homogenen Koordinaten
von v = (xg, X1, ..., Xn) € V'\ {0} definiert durch
(x0:x1:...:xp) =G, ={Av|]A €K}|
Die homogenen Koordinaten sind also nur bis auf einen
gemeinsamen Faktor A\ # 0 aus K festgelegt.




Eine Funktion f : K" — K heiBt homogen mit Grad k € Z, falls
F(! x, ..., ! ) = ! ¥f(x0, ..., Xp) fiir alle (xg, ..., x,) € K™ und
e K

Bsp. Eine lineare Funktion f € (K"™1)* ist 1-homogen.

f2 ist 2—homogen.

Bemerkung. Sei f eine homogene funktion. Liegt (xo, ..., x,) in der
Losungsmenge der Gleichung f(x) = 0, so liegen alle Punkte der
Gerade K(xp, ..., X,) in der Losungsmenge der Gleichung f(x) = 0.
Also, die Gleichung f(x) = 0 kann man als Gleichung auf P(K"™1)
verstehen.



Eine Funktion f : K" — K heiBt homogen mit Grad k € Z, falls
f(AXg, ..., AXn) = N F(xo, ..., Xp) fiir alle (xg, ..., x,) € K™ und
AeK

Bsp. Eine lineare Funktion f € (IK™1)" ist 1-homogen.

f2 ist 2—homogen.

Bemerkung. Sei f eine homogene funktion. Liegt (xo, ..., x,) in der
Losungsmenge der Gleichung f(x) = 0, so liegen alle Punkte der
Gerade K(xp, ..., X,) in der Losungsmenge der Gleichung f(x) = 0.



Beispiel.

Betrachte in R? die parallelen Geraden

x+y—2=0x+y=0x+y+3=0.

r+y—2=10

\ r+y=0
z+y4+3=0

Homogenisierung liefert:

TH+y—2=0 =~ =Zrg+zi+za=10
4y =0 ==+ Uaggtzi+za=10
r+y+3=0 =~ Idxpd+x+za=10

In allen drei Fallen ist (0: 1 —1) eine Losung in P2R). Die Geraden haben
alss einen Schnittpunkt in 21



Projektive Geraden in P?(K)

Eine projektive Gerade G € P?(K) ist die Nullstellenmenge in P?(K)
einer Gleichung

axp + bxy + cxo =0 mit (a, b, c) # (0,0,0).

Es ist also

G={(x0:x:x) € P K)|axp+ bx; + cxo = 0}.

Ist b=c =0, so ist G die unendlich ferne Gerade
Pl :={(x0: x1: x2) € P?(K) | xo = 0}.
Die iibrigen Geraden in P?(K) erhilt man, wie in Bsp. oben beschrieben,

durch Homogenisierung und durch Hinzufligen des unendlich fernen
Punktes (0 : c: —b) € P}K).
Ist ¢ # 0, soist U= {(x0,x1,x) € K3 | axp + bx; + cxp = 0} ein

Untervektorraum von K3 mit Basis (( cl)) (—Oc) ) und es ist G = P(U).

—a b



Projektive Unterraume in P(V)

Def. 41 Eine Teilmenge X C P(V) heiBt projektiver Unterraum, falls
X = P(U) mit einem Untervektorraum U von V gilt. Es ist dann

e X eine projektive Gerade in P(V), falls dim(X) =1

e cine projektive Hyperebene in P(V), falls dim(X) = dim(P(V)) — 1
und dimV < oo.

Beispiele.

Seien (X = (L)), projektive Unterrdume von [PUV), dann ist

(X = m[ﬂt-}j

=)

ain projektiver Unterranm.
Man nennt den kleinsten projektiven Unterraum von P(V), der ;. X;

enthalt, den Verbindungsraum V;¢;X; (das ist ein Analog von Hiille). Es
Ist

VX, =p(TU)

=




Dimensionssatz

Satz 45. Sei dim(P(V)) < oo. Fiir projektive Unterraiime X; = P(U;)

und Xo = P(U,) gilt
dimi Xy v Xq) = dim Xy + dim Xs — dimd Xy 1 X))

Beweis. Es ist
dim(X1 V X3) dim(Up + Up) — 1 nach Def. 39 und Def. 41.
dim(Uy) + dim(Uy) — dim(U; N Up) — 1 nach Aufgabe 3 Blatt 7
nach Def. 39 und Def. 41.

dim(X1) + 1 + dim(Xo) + 1 — (dim(X1 N Xo) + 1) — 1
dim(Xl) + dim(X2) — dim(Xl N X2)

[]

Y



Schnittpunktsatz

Satz 46. Sei dim(P(V)) < oco. Dann gelten:

(i) Ist dim(X1) + dim(X3) > dim(P(V)) fiir zwei projektive Unterraiime
X1, X5 von P(V) so ist X1 N X5 # .

(ii) Ist X; = G eine projektive Gerade in P(V), X, = H eine projektive
Hyperebene in P(V), und gilt G € H, dann schneiden sich G und H in
genau einem Punkt p € P(V).

(iii) Zwei projektive Geraden in P?(K) schneiden sich stets.

Beweis (i): dim(X; N X3) dim(X1) 4+ dim(Xz) — dim(Xy V X3)

> dim(X1) + dim(Xz) — dim(P(V)) > 0 Z=° X, n X, £ @.

Beweis (ii): Aus G € H folgt dim(X; vV X5) = dim(P(V)) und somit
dim(X1 N X3) = 0. Es ist also X1 N X; = {p} ein Punkt.

(iii) folgt aus (ii), da die Hyperebene H eine projektive Gerade in P(K?)
Ist, [

Satz 45



Projektiver Abschluss von P(K")

Sei V = K", Betrachte die Abbildung
Y K" — P(V), (x1, ..., Xn) — (11 x1 1 o2 xp) = Kv mit v =(1,xq, ..., Xp)

Esist U= {(xg,x1,...,%,) € K" | xg = 0} ein n—dimensionaler
Untervektorraum von K" also ist H := P(U) eine Hyperebene in
P(V).

Behauptung Bild, = P(V)\ H.

Beweis. Nach Definition gilt: Bildy, C P(V) \ H.

Sei (Yo:y1:..-:¥n) € P(V)\ H, also yg # 0.
:>(yo:y1:...:y,,):(1:%:...:%):@&(%,...,%), ]
Man nennt H die unendlich ferne Hyperebene, heillt kanonische
Einbettung von K" in P(K"*1), und P(K""1) wird als projektiver
Abschluss von K" bezeichnet. Man schreibt auch P(K"™1) = K" U A,

wobei A, = H ist. Fiir n = 1 schreibt man dann speziell
P(K?) = K! U oo, da H dann ein Punkt ist.



Projektivitaten

Def. 42. Seien V,W zwei (n + 1)-dimensionale K-Vektorrdume. Dann
heiBt eine bijektive Abbildung! : P(V) — P(W) eine Projektivitat,
falls es eine bijektive K—lineare Abbildung

Z oV —— W omibt mit o P = S TP 2 MV

(Hierbei ist P ein Punkt von OV und also ein eindimensionaler Teilramm
von V.3 Es st dann & seckd eindeutig durch o bestinmt, denn fiir A & K
st (A = F(AF = S ).

Forner gilt |07 = POEET | far jeden Untervektorranm U7 von § und
jede Projektivitat .

Bemerkung. Wir haben oben die folgende bezeichnung benutzt:
"(P) = Bild,(KP).



Kollineationen

Def. 43 Eine bijektive Abbildung ¢ : P(V) — P(W) heiBt Kollineation,
wenn das Bild einer projektive Geraden G durch die Punkte
P,Q €C P(V) die projektive Gerade durch die Punkte

p(P),¢(Q) € P(W) ist.

Satz 47. Es gilt:

(i) Zu je zwei Punkten P, Q € P(V) mit P # Q@ gibt es genau eine
projektive Gerade G, die P und @ enthalt.

(ii) Ist o : P(V) — P(W) eine Projektivitat, so ist ¢ eine Kollineation.
Beweis.

(i) Esiist P =Kwv; und Q@ = Kv, mit vy, vp € V'\ 0. Da P # @ ist folgt,
dass v; und v, linear unabhingig sind. Es ist also g = P(U) mit

U = Kv; + Kw, := die gesuchte projektive Gerade.

(i) Esist p(G) = P(F(U)). Daraus folgt die zweite Behauptung, ]



Weitere Beispiele zur Homogenisierung

Analog konstruiert man zu einer Hyperebene
X ={(x1, ., xn) € K" | a1x1 + ... + anxn + b = 0}
durch Homogenisierung ihrer definierenden Gleichung den Abschluss

X ={(vo:y1::yn) € PK"™)|byo +a1y1 + ... + anyn = 0}.

(in P(K"1). Man setze x = ;’—; fir alle i=1,...,n.)
Analog erhalt man durch Homogenisierung den projektiven Abschluss von
Quadriken, Kegelschnitten, etc.

Beispicle.
Betrachte die definierenden Gleichungen Homogenisierung  Mit = = 2 und y = 22 erhalt man:

il :E+3-E—1 — 1 Kreis ) —af+ 2]+ x5=10

i} —mm i —x2=10
i) #* —4* —1=0 Hyperbel LT TE

1) I% — roxp = 1
iiiy = —y =0 Parabel



Behauptung. Kreis, Hyperbel und Parabel sind projektiv

aquivalent, d.h. die zugehorigen projektiven Kurven gehen durch

eine Projektivitit ¢ : P(R3) — P(R3) ineinander iiber.
Beisplele

Betrachte die definierenden Gleichungen gomogenisiorung Mit = = 2 und y = 2 erhalt man

L

3] 3]

) =4y —1=0 Kreis i) —og+xi+23=0

e ; iy —a 3 — x5 =1
1l T — g-,-: — 1 I ][:.-l|.'-] b 0 1 2
i) o7 — zazn =0

iiiy ¥ —y =0 Parabel

Beweis. Durch (xp : x1 : x2) — (x1 : xo : x2) geht die projektive
Quadrik mit der Gleichung (ii) in die projektive Quadrik mit der
Gleichung (i) tiber. Durch (xp : x1 : x2) — (x0 + x2 : X1 : X0 — X2)
erhdlt man aus Gleichung (iii) die Gleichung (i), ]



Bemerkung. Ist H = P(U) eine projektive Hyperebene in P(V), so ist
A := P(V)\ H ein affiner Raum mit zugehdrigem Vektorraum U, und es
ist Aoo = H

Frage: Was geschieht dabei mit einer projektiven Quadrik in P(V)?
Beispiel. Sei Q = {(xp : x1 : x2) € P(R3) | —x¢ + x + x5 = 0}.

(1) Sei H={(x0 : x1 : x2) € P(R3)|xg = 0} und

Y R? — PR\ H, (x1,%)— (1:x1:x).

Dannist QN H = &, und Urbild,(Q) = {(x1,x) € R? | x{ + x5 — 1 = 0}
ist ein Kreis. Ersetzt man R durch C, so besteht Q@ N H aus zwei Punkten.
(2) Sei H={(x0 : x1 : x0) € P(R3)|x; = 0}. Dann besteht @ N H aus
zwei Punkten, und fir

Y R? — P(R3)\ H, (x0,x)+— (x0:1:x) ist

Urbildy,(Q) = {(x0, x2) € R? | x§ — x5 — 1 = 0} eine Hyperbel.

(3) Sei H={(x0: x1 : x2) € P(R3®)|xg + x; = 0}. Dann ist @ N H ein
Punkt, und fir

Y :R? — P(R3)\ H, (x1,x) — ((1 —x1):x1:xp) ist

Urbildy, (@) = {(x1,x) € R?|x3 + 2x; — 1 = 0} eine Parabel. (Die
Substitution x; = —z + % ergibt 2x3 — z; = 0.) (Je nachdem, was man
als unendlich ferne Hyperebene auszeichnet, erhdlt man aus Q die drei
affinen Kurven: Kreis, Hyperbel, Parabel)



Explizite Beschreibung von Projektivitaten

Sei V = K" und ¢ : P(V) — P(V) eine Projektivitit. Beziiglich der
Standardbasis wird ¢ : V' — V durch eine Matrix

G gy - - - iy
A= : : : fam ':}L“+]|:E]
T I | A R
beschrieben. Es ist dann ¢(xo : x1 i ... : xn) = (Yo : y1 : - ¥n) mit
Vi = aijoXg + ... + ainxn. Ubergang zu inhomogenen Koordinaten ergibt
Y = Yi _ aioxot . tainxn a0+ aixg + ...+ anXy
;= — —

Yo agoXo + ... + donXn ago + alx{ + ... 4+ aonX},

mit x/ = 2= und xp # 0. Die Abbildung

X0
O K" = K", (x{,....,x1) = (¥1,.0s Vi)
ist auf der affinen Hyperebene

E={(x{,....,x1) € K"agg + ap1x{ + ... + aonx, = 0} nicht definiert. Die
Punkte von &£ werden auf die unendlich ferne Hyperebene abgebildet.



Ist speziell n =1 und P(K!) = KU oo, so ist mit x{ =: x und y{ =: y
eine Projektivitat gegeben durch

ar1X =+ aio
Xy =
401X + 400
(,,Mobiustransformation™). Der Punkt x = —22 wird auf oo abgebildet,

ao1

falls ag1 # 0. Definiere oo +— —3—22-



Wiederholung.

Def. 39. Der zum Vektorraum V gehorige projektive Raum P(V)
ist die Menge aller 1-dimensionalen Untervektorraume von V .

Def. 40 Auf P(V) sind die homogenen Koordinaten (von dem
Punkt Kv € P(V) definiert durch

(x0:x1:...:xp) =G, ={Av|]A € K}|
In der ndhe des Punktes s.d. xg # 0, kann man die inhomogene

Koordinaten (xq,...x,) definieren: (xq,...,x;) = (%, ..., 22).

Geometriesche Vorstellung der inho-

mogenen Koordinaten: Man betrachte

die Projektion f, die Gerade durch 0§ in ST
Schnittpunkt der Gerade mit der Ebene

{(x0,-.-,%n) | Xo = 1} iiberfiihrt. Dann f(X)/
sind die Koordinaten von f(x) die inho-
mogene Koordianten der Geraden.




Projektivitaten

Def. 42. Seien V, W zwei (n + 1)-dimensionale K-Vektorraume. Dann
heiBt eine bijektive Abbildung ¢ : P(V) — P(W) eine Projektivitat,
falls es eine bijektive K—lineare Abbildung

oV —— Wbt mit (P = S TEF S VY

(Hierbei ist P ein Punkt von (V) und also ein eindimensionaler Teilramm
von V.3 Es st dann F nechd eindeutig durch o bestinmt, denn fiir A £ K
st (AFH Y = FAFY = F( .

Forner gilt |00 = POFET | far jeden Untervektorraum &7 von ¥ und
jede Projektivitarn .

Bemerkung. Wir haben oben die folgende bezeichnung benutzt:
G(P) = Bildz(KP).



Def. 42 in koordinaten:

Sei V = K" und ¢ : P(V) — P(V) eine Projektivitit. Beziiglich
der Standardbasis wird ¢ : V — V durch eine Matrix

A Gy - - g
A= : | € GLa iR

vl dp] . s o« Gmn

beschrieben.

In Worten: Eine Projektivitit ¢ : P(K"™1) — P(K"T1) ist eine
Abbildung, die auf den homogenen Koordinaten durch
Multiplikation mit einer invertierbaren (n+ 1) x (n 4 1)-Matrix

definiert ist.



Es ist dann (X0 : x1 @ .. X)) = (Vo i y1 1 - 1 yn) Mt
yi = ajoXo + ... + ainx,. Ubergang zu inhomogenen Koordinaten ergibt

/ /
y/ i ajoXo + ... + ainXn dio + aji1Xy + ... + ainX,
==

Yo apoXg + ... + donXn aogo + 31X{ + ...+ aonX;’
mit x! = ‘< und xo # 0. Die Abbildung
0 K" —= K", (x{,....,x)) = (y1, .0, ¥})

ist auf der affinen Hyperebene
E={(xq,...,x,) € K"agg + ao1x{ + ... + agnx, = 0} nicht definiert. Die
Punkte von £ werden auf die unendlich ferne Hyperebene abgebildet.



Bsp. Zentralprojektion

Sei V ein (n + 1) —dimensionalefK —Vektorraum undX = P(U) ein
projektiver Unterraum vonP (V). Ferner seienP(U;) und P(U,) zwel
m—dimensionale projektive Untaaiume vonP (V). Es gelte:
) XNPU)= XNPU)= o
(i) XV P(U) = XV P(U)= P(V)

Dann aus aus dem Dimensionssatz 45 folgt, da<<

dlm((X V P) M P( U2)) - O’ P, il
deswegerdim((X vV P) N P(Uy)) =1 P’ _
ein Punkt. P o

Die Abbildung¢ : P(U;) — P(U,), P — P’ , hei8t
Zentralprojektion.

I



Satz 49. Die Zentralprojektion ¢ : P(U;) — P(U>) ist eine Projektivitat.

Beweis. Aus (i) folgt UN Uy = UN Uy = {0} und wegen (ii) ist
U® U = U® U, = V. Nach Definition von Direktprodukt (Def. 49 Vorl.
19 LAAG |, siehe auch Vorl. 5) gibt es zu jedem u; € U; eindeutig
bestimmte Vektoren u € U und u, € U, mit u; = 0+ Uy = u -+ up.Setze

w0 U — Uy, ug — w.
Dann ist
o(Kup) = P(U+Kuy) N P(Us) = Kuy = (K )Vup € Uy \ {0},

und gz; ist linear und injektiv. Da die Dimensionen von U; und U, gleich
sind, ist ¢ eine Bijektion nach 1. Dimensionsformel, ]



Projektive Fortsetzung affiner Transformationen

Bemerkung. Jede Affinitdt F : K" — K" l3sst sich zu einer projektiven
Transformation ¢ : P(K™1) — P(K"™1) fortsetzen.
Die affine Transformation sei

F:(x)=T+ Ax

mit der invertierbaren Matrix A € GL(n,K). In Vorl. 19 sahen wir bereits,
dass man die Abbildung mit Hilfe von der (n+ 1) x (n 4+ 1)— Matrix der

Ty
Form A = A - |, wobei A € GL(n,K), angeben kann:
o .. o 1
X1
wenn wir A mit den Vektor | ° multiplizieren, bekommen wir den

Xn

1

Vektor (*17). Weil A invertierbar ist, ist auch die

(n+ 1) x (n 4 1)-Matrix A invertierbar. Multiplikation mit A definiert
also eine Projektivitit ¢ : P(K"1) — P(K™1) . Auf den ersten n
Koordinaten der Punkten (xg : ... : x,—1 : 1) von P(IK™!) ist dies genau
die gegebene affine Transformation.



Bemerkung. Man kann selbstverstandlich auch die Projektivitat ¢
konstruieren, sodass ¢ die gegebene affine Transformation auf den
letzten n Koordianten der Punkten (1 : xy : ... : x,), in dem Fall ist

1 0 0
1
die Matrix von ¢ ( : A )

Th




Kollineationen

Def. 43 — Wiederholung. Eine bijektive Abbildung ¢ : P(V) — P(W)
heiBt Kollineation, wenn das Bild einer projektive Geraden Gp o durch
die Punkte P, @ € Gp g C P(V) die projektive Gerade G,(p) (@) durch
die Punkte ¢(P), o(Q) € P(W) ist.

Satz 47 — Wiederholung. Es gilt:

(i) Zu je zwei Punkten P, Q € P(V) mit P # Q gibt es genau eine
projektive Gerade G, die P und @ enthalt.

(i) Ist ¢ : P(V) — P(W) eine Projektivitat, so ist ¢ eine Kollineation.



Hauptsatz der projektiven Geometrie

Satz 50 Seien V, Wzwei (n + 1)—dimensionale R—Vektorrdaume, n > 2,
und sei ¢ : P(V) — P(W) eine Kollineation. Dann ist ¢ ein Projektivitat.
Wiederholung: Satz 22 (Fundamentalsatz der affinen Geometrie

(iber R)) Seien A, Aj affine Raume iiber den R-Vektorrdaumen V, V.

Sei dim(A) > 2 und F : A — A eine Bijektion, die Geraden auf Geraden
abbildet. Dann ist F eine Affinitat.



Beweis von Satz 50. Wir zeigen, dass der Satz eine einfache Folgerung
aus der Fundamentalsatz der affinen Geometrie ist.

Wir betrachten eine Hyperebene H C P(V/'). Setze H; := Bild,(H). H;
ist auch eine Hyperebene.

In der Tat, wir betrachten P; = Kvqi, P, = Kw, € H;. Nach
Voraussetzungen enthalt H; mit je 2 verschiedenen Punkte

P: = Kvy, P, = Kw, € H; die ganze Gerade durch diese Punkte. Dann
enthalt H; mit je 2 linear unabhangige Vektoren vy, v» # 0 die ganze
Ebene {\1v1 + Aovo | A\; € R}. Insbesonderem enthidlt H; die Gerade
durch die Punkte vq, v». Dann ist H; affin abgeschlossen, und deswegen
ein affiner Unterraum nach Satz 21. Da H; den Punkt 0 enthilt, ist H;
ein Untervektorraum von W. Dimension von H; ist offensichtlich gleich
n. In der Tat, betrahcten wir einen Punkt Q € H. Da

Saz 45

dim(Q V H) ~"="n, ist dim(Q VvV H) = P(V), woraus folgt, dass jedes
Q' € P(V) auf einer Gerade liegt durch @ und einen Punkt von H. Da ¢
Geradentreu Bijektion ist, liegt jedes Q7 € P(W) auf einer Gerade durch
den Punkt ¢(Q) und einer Punkt von H;. Dann ist ¢(Q) V Hy = P(W),
schlieBlich dim(Hy) = n— 1.



Wir betrachten ein Koordinatensystem (xo, ..., x,) in V, so dass
H = {(x0,...,xn) | Xo = 0}, und ein Koordinatensystem (yp, ..., ¥,) in W,
so dass H; = {(yo, ---, ¥n) | Yo = 0}. Wir betrachten die Abbildung

~

¢ K" —= K" &(x1,.0eyXn) = (Y1, -, Yn)
sodass (1 :x1 ... :x,) =(1:y1:...:yn). Da Bild,(H) = Hj ist, ist
die Abbildung ist wohldefiniert und ist eine Bijektion. Da ¢ Kollineation

ist, ist ¢ auch Geradentreu. Dann ist ¢ eine affine Abbildung nach Satz
22, schliesslich ¢ eine projektive Abbildung nach Bemerkung oben, []



Projektive Basen

Seien V, W zwei (n + 1)—dimensionale K—Vektorraume. Dann
sind n 4+ 2 Punkte Py, ..., Pp+1 von P(V) in allgemeiner Lage,
wenn keine n 4+ 1 Punkte davon einen echten projektiven
Unterraum von P(V) erzeugen. Man sagt dann, dass Py, ..., Pp11
eine projektive Basis von P( V) bilden.

Bsp. ((é) , (g) , <§) , G)) ist eine Projektive (Standard-)Basis in
P(R3)

Satz 51. Sind Py, ..., Pyy1 in allgemeiner Lage in P(V) und sind
Qo, ---, Qnt1 in allgemeiner Lage in P(W), dann gibt es genau eine
Projektivitdt ¢ : P(V) — P(W) mit ¢(P;) = Q; fiir alle
I1=0,....,n+1.



Satz 51. Sind Py, ..., P41 in allgemeiner Lage in P(V) und sind

Qo, .-+, Qni1 in allgemeiner Lage in P(W), dann gibt es genau eine
Projektivitdt ¢ : P(V) — P(W) mit o(P;) = Q; fir alle i =0,...,n+ 1.
Beweis. Es ist P; = Kv; mit v; € V' \ 0 fiir i = 0, ..., n und analog

Qi = Kw; mit w; € W'\ 0. Nach Voraussetzung bilden vy, ..., v, eine
Basis von V und wy, ..., w, eine Basis von W. Sei f : V — W die durch
f(v;) = A\iw; mit noch zu bestimmenden \; € K fiir i = 0, ..., n definierte
K—lineare Abbildung. Es ist v,41 = > 7 o pivi mit 0 # p; € K fiir alle
I=0,....n,da Py, ..., P,.1 in allgemeiner Lage sind, und analog

Wni1 = Y romiw; mit 0 #n; € K .

Setze \; = Z— n; = piA; fir i =0, ..., n. Dann ist

f(Vat1) = Z:?:o pif(vi) = 27:0 Niwi = Wni1.

Fir p: P(V) — P(W), Kv — Kf(v), ist dann ¢(P;) = Q; und g = f.
Bis auf einen Faktor A € K* ist ¢ eindeutig bestimmt, []



Folgerung. Jede Projektivitat ist eine Zentralprojektion.

Folgerung. Sei ¢ : P(K"™1) — P(K""!) eine Projektivitit. Es gibt
projektive Hyperebenen H;, H, € P(IK"2), eine Gerade G € K", und
Projektivititen ¢; : P(K"™) — H; und @5 : H, — P(K"™1) sodass

© = s 0 Y O 1, wobei Y die Zentralprojektion bzgl. Gerade G ist.

Beweis. Wir betrachen zwei beliebeige H; = P(U;), H, = P(U>) und
Gerade G = P(V) mit

(i) GN P(U;) = GN P(Uy) = @. Dann ist

(i) GV P(Uy) = GV P(U,) = P(V) automatisch erfiillt.

Die dazugehorige Zentralprojektion bezeichnen wir . Nach Satz 49 ist
@ eine Projektivitit. Wir nehmen eine Basis (Bq, ..., Byy1) in P(K™1).
Die Bilder g, ..., ©(Bn+1) sind auch in der allgemeinere Lage, und
bilden deswegen eine Projektive Basis. Wir nehmen eine projektive Basis
(Po, ceey Pn—l—l) in Hy. Dann ist (QO = gp(;(Po), ceey Qn—i—l = SOG('Dn—i—l))a
auch eine projektive Basis in Hy. Wir betrachten Projektivitat ¢, die
By, ..., Bhi1 jeweils in Py, ..., P,.1 Standard-Basispunkten iiberfiihrt, und
eine Projektivitat ¢, die Qp, ..., Qnr1 jeweils in ppg,, ..., o(Bpi1)
liberfiihrt. Die Verkettung ¢s o o o ¢1 : P(K"™) — P(K"1) bildet
nach Konstruktion die Punkte By, ..., B,11 jeweils auf ¢pg,, ..., o(Bpi1)
ab; nach Satz 51 ist dann ¢ = 5 0 wg o 1, ]



Das Doppelverhaltnis

Sei n =1 und X = P(V) mit dim(V) = 2. Dann sind je drei
verschiedene Punkte Py, P, P, € X in allgemeiner Lage. Seien nun
Po, P1, P>, P3 vier paarweise verschiedene Punkte in X. Dann gibt es
nach Satz 51 genau eine Projektivitit px : X — P(K?) mit

©x(Po) =(1:0), ox(P1)=(1:1), und ¢x(P2) =(0:1).

Dadurch ist ¢x(P3) =: (A : u) schon eindeutig festgelegt. Man nennt
D(Py, P1, Ps, P3) = (X : ) € P(K?)(= K U oo das Doppelverhiltnis der
vier Punkte Py, P1, P>, P3 € X.

Satz 52. Sei dm(V) =2 = dim(W). Seien X = P(V) und Y = P(W)
zwei projektive Geraden. Ist o : X — Y eine Projektivitat, so gilt

D(Po, Pl, PQ, P3) = D(QO(P()), gO(Pl), QO(PQ), QO(P3)) fur je vier paarweise
verschiedene Punkte Py, P1, P>, P3 € X. Das Doppelverhaltnis bleibt also
unter Projektivitaten erhalten.



Satz 52. Sei dim(V) =2 = dim(W). Seien X = P(V) und Y = P(W)
zwei projektive Geraden. Ist ¢ : X — Y eine Projektivitat, so gilt

D(Po, Py, P2, P3) = D(o(Po), ¢(P1), o(P2), ¢(Ps)) fiir je vier paarweise
verschiedene Punkte Py, P, P>, P3 € X. Das Doppelverhaltnis bleibt also
unter Projektivitaten erhalten.

Beweis. Sei Q; = ¢(P;) fiir i =0,1,2,3. Dann gelten

ey 0@l Fo) = ey (o) = (1003 = ey (F)
(v 0wl = ovi) =11 = ex( )
ey 0@l Fa) = ey (Gl = (00 1) = ey (Fh),

also ist wy o ¢ = wx nach Satz 51. Damit folgt
(v 0 p)(Ps) = wx(P3) = D(Po, Py, P2, P3), .



Beispiel. Seien P; = (1 : \;) € P(K?) fiir i = 0, 1,2, 3 paarweise
verschiedene Punkte. Fiir die Mobiustransformation

L j'r||_- |_|{ '-.;_.I. —_— J-r||_- |_|{ .."_'I_. . ] — R . -:'-__I'|:|

H1 T H I — Ha

gilt p(uo) =0, p(p1) =1 und p(u2) = co. Es ist dann

Lij —lig
T J iy —lhg
i |__.'-: L P R _|lj_| = — Lin
3=l

das Doppelverhaltnis von uq, 11, t2, 13.



Das Doppelverhaltnisin Determinantenform

Iy 4o Ly vy _
X = . V= ., ou= . V= c P (IK

1st eg in Determinantenform

To U Up

a‘ef( oo ) det( Yo Uo
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Organisatorisches

» Klausur am 1. August, 10-12 Uhr in CZ 3, HS 3

» Zulassungskriterium: 60% von Hausaufgaben + Bonuspunkten.

Bitte bei zweifeln mit Ubungsgruppenleitern kliren. Keine
Anmeldung.

5 Aufgaben; nur eine davon rechnerische davon 3 theoretische; eine
davon wird bestehen, einen wichtigen Satz aus der Vorlesung zu
beweisen (die Liste von ,,wichtigen Satze" ist auf der nichste Folie)

» Keine Hilfsmittel zugelassen; Papier wird gegeben.

» Bitte lhren Lichtbildausweis (egal welcher) mitbringen

» Uber Einsichtmoglichkeit werden Sie iiber CAJ und der Homeseite

der Vorlesung informiert. Vermutlich eine Woche nach der
Veroffentlichung der Ergebnisse in CAJ 4+ 2 Wochen irgendwann.
Sie konnen einfach vorbei schauen, aber wegen Sommerpause es
lohnt sich, sicherheitshalber zuerst per email /telefon Termin bei
Herr Dr. Schobel (ich bin nicht da) vereinbaren.

Genauer Termin fiir Nachklausur wird morgen besprochen:;
vermutlich die dritte Woche der Oktober-Priifungszeit



Satze zur Klausur

» Mengenlehre

» Satz 2 (Wann sind zwei Menge gleiclachtig)
» Satz 44 (Hamel-Basis)
» Lesung des dritten Hilbertschen Problem

» Jordan-Form

» Satz 5 (Normalform &r die Endomorphismen, digber C
diagonalisierber sind.)

» Satz 11 (Zerlegung in Produkt von verallgemeinerten
Eigenaumen)

» Lemma 4 (Zerlegunslemma)

» Satz 13 (Jordan-Normalform)

» Affine, projektive und konvexe Geometrie

» Satz 22 (Fundamentalsatz derfftnen Geometrie)

» Satz 23 (Konvexe Hlle)

» Satz 34 (Extrempunkt = Ecke = ein Element der minimalen
Darstellung)

» Satz 40 K = K*)

» Satz 55 (von Desargues)



Lineare Geometrie der projektiven Ebene

Def. Eine Perspektivitat in der Ebene ist folgendes (unten ist
P(K3) = P,(KK):); wir werden annehmen (obwohl es nicht nétig ist), dass

#K = o0

Es seien zwel Geraden L, A © Po(I<) und ein Punkt z =

[Po( Ik ) in der projektiven Ebene gegeben. Wir nennen z das / Z

Perspeliivetats- Zentrum und die Geraden S < IPo(IK) duarch /

z die Perspektivitiits-Straklen. Joder Strahl 5 schneidet die i

Geraden L und A in genan einem Punke, Umgekehrt gibt

es 711 jedem Punkt a € L genan einen Strahl Sa. namlich die ~ b/

von z und a aufeespannte Gerade. Dieser Strahl schneidet T J_f:'_ff"

n i | ] . ot . 2 _Iul' i

die Gerade M im Punkt b = 5, m M. Dadurch ist eine I Aot

jlh

Abhildung — /&
L —F _':'Il.lir.| o ]:‘ i |E'I5|_ 1 _:Ill.l.F

definiert. Sie heifit die Perspeltivitat mit Zentrum z.

Bemerkung. Diese Definition geht genauso fiir zwei Hyperebenen

L,M C P(K"1) im n—dimensionalen projektiven Raum. Man muss nur
darauf achten, dass das Perspektivitats-Zentrum z auf keiner dieser
beiden Hyperebenen liegt.

Satz 53. Jede Perspektivitat ist eine Projektivitdt. (Beweis wie von Satz
49)



Zunachst wollen wir Projektivitaten P : L — M zwischen zwei Geraden
L, M C P(K3) betrachten. Wenn nichts anderes gesagt wird, setzen wir
L # M voraus. Dann nennen wir den Schnittpunkt LN M =: o.

Satz 54 (Projektivitaten und Perspektivititen)

(a) Eine Projektivitdt P : L — M ist eine Perspektivitdt genau dann,
wenn P(o) = o.

(b) Jede Projektivitdt P : L — M ist ein Produkt von héchstens zwei
(falls L #£ M) oder drei (falls L = M) Perspektivitaten.

o Beweis. (a) Sei P(0) = o. Wir wahlen zwei

;br_:”' Punkte o # a # b # o auf der Geraden L.

iy Dann sind ihre Bilder P(a), P(b) € M von-
aa einander und von o verschieden.

Ry \E Projektionszentrum wahlen wir den
Schnittpunkt z er Geraden aP(a) und bP(b).
Die Perspektivitat mit Zentrum z bildet,
ebenso wie die Projektivitdt P, die drei (Ba-
sis)Punkte o, a, b auf o, P(a), P(b) ab.

Aus Satz 51 folgt, dass P die Perspektivitat mit Zentrum z ist.

Pib)?
i



(b) Jede Projektivitdt P : L — M ist ein Produkt von héchstens zwei
(falls L # M) oder drei (falls L = M) Perspektivitadten.

Beweis. Auf L wahlen wir drei
Punkte a, b, ¢, die untereinander und
von o, sowie P~1(o) verschieden
seien. Dann sind ihre Bildpunkte
P(a), P(b), P(c) € M voneinander
und von o verschieden.

Auf der Verbindungsgeraden von a
und P(a) wahlen wir zwei beliebige
Punkte z; # z, die von a und P(a)
verschieden sein sollen.

Weil die Punkte b, ¢, P(b) und P(c) nicht auf der Verbindungsgeraden
von a und P(a) liegen, sind die Geraden z1b und 2z, P(b), sowie z;¢ und
2, P(c) verschieden, und schneiden sich (Satz 46 (c)) jeweils in einem
Punkt.

Die Gerade durch diese beiden Schnittpunkte nennen wir G. Sei

P; : L — G durch die Perspektivitat mit Zentrum z; gegeben und

P> : G — M durch die Perspektivitat mit Zentrum z,. Wir verfolgen die
Punkte a, b und ¢ unter P, o Py :



Wir verfolgen die Punkte a, b und ¢ unter P, o P; :

a — GrnalPla) GiraPia) — Pla)
P b — Gihzb==GnNz2P(b) Py - Gz Plb) —  P(b)
¢ — Gihzie=0GnzPle) Gz Ple) — Ple)

Wir sehen: Die Proiektivitit Fao Py bildet die drel Punkte a. b, ¢ genanso ab, wie P,

Nach Satz 49 muB die Projektivitat P mit P, o P; iibereinstimmen. Falls
L = M gewesen sein sollte, bilden wir zuerst L auf eine Gerade L’ # L
durch eine Perspektivitdt ab, und dann L’ — M durch ein Produkt von

zwei Perspektivitaten, E]



Satz 55 (von Desargues (1591-1661) )

Die Dreiecke ajaras und bibyb; seien
perspektiv, d.h., es gebe eine Perspekti-
vitdt mit Zentrum z & {ay, ..., b3}, wel-
che fiir i = 1,2, 3 die Ecken a; auf die
Ecken b; abbildet.

Dann sind die Schnittpunkte t1 ;= asaz3 M bobs, tr := aza; M bzby,

t3 := aja» N by by kollinear.

Beweis. Falls zwei der Ecken a; und b; zusammenfallen, wird die Aussage
trivial: Sei etwa a; = b;. Dann wird t, = t3 = a; = by .

Deswegen konnen wir oBdA a; # b; fiir i = 1,2,3 annehmen. Wir
bezeichnen mit 0 # a4, ..., 53,2 € K3 Vektoren, die zu den Punkten

ai, ..., b3,z € P(K3) gehéren. Weil a;, b; und z kollinear sind, sind die
Vektoren 3;, b; und 2 linear abhangig. Es gibt deswegen Zahlen \;,

1 € K mit 2 = \;j3; + u;b; fir i =1,2,3. Dann gilt:

2 = M3y + p1br = X\ods + poby = X333 + 3 bs



Aus Z = \1a1 + ,ullAyl = \od> + /LQB2 = \333 + ,LL3B3 folgen die drei
Gleichungen A X
A1d1 — Aody = pioby — p1by =
A2dy — A3az = pzbsz — poby =: ty,
A3d3 — A1d1 = p1by — psbs =: b,
Weil & und §; fiir / # j linear unabhangig sind, sind die Vektoren

1.5, % € K3 nicht 0. Sie sind deshalb Vektoren zu den Schnittpunkten
t1, to, t3 der Geraden ajb; und ajb. Nun sind die drei Vektoren ty, B, t3
linear abhangig, denn .

t1+ 1t + t3 = (A131 — X)) + (A282 — A333) + (A333 — \13;) = 0.
Deswegen sind die drei Punkte ty, tp, t3 kollinear, []

-|-
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Satz 56 von Pappos (IV. Jhd. n. Chr.)

Einfache (affine) Version des Satzes

Seien G, G’ Geraden in der Ebene A, B, C
verschiedene Punkte auf G A’, B’, C’' ver-
schieden Punkte auf G’

A B CA B, CCgGNG.
Dann gilt: Wenn AB’ || BC" und A'B || B’C, dann AA" || CC’



Beweis mit Hilfe von affiner Geometrie

Wiederholung — Strahlensatz (Satz 20) Seien (a, by, c1) und

(a, by, c2) kollineare Punktetripel auf verschiedenen Geraden durch

a ¢ {b1, by, c1,c2}. Dann sind die Geraden Gy, », und G, ., genau dann
parallel, wenn TV (a, by, c1) = TV (a, bo, ).

Wiederholung. Ist (a, b, ¢) ein kollineares Punktetripel und a # b, so

heiBt der durch die Gleichung aé¢ = \ab eindeutig bestimmte Skalar A

das Teilverhaltnis des kollinearen Punktetripels (a, b, ¢), bezeichnet durch
TV (a, b, c).



Einfache Formulierung des Strahlensatzes

AA|BB < 3\: OB = A\OA und OB’ = \OA’



Beweis von der (affinen) Satz von Pappos

Einfache (affine) Version des Satzes

Dann gilt: Wenn AB’ || BC" und A'B || B'C,

dann AA’ || CC’
JA : OB = \OA = OC = ,u.(_T
OC' = \OB' OB = poA’

~ A —7 T~ <~ Strahlensatz
—> OC = uAOA OC" = \uOA" 7 "="" AA" | CC’, N



Projektive Version des Satzes von Pappus:

Satz 55: G, G’ projektive Geraden in P(R3). GN G’ =: {0}. O, A,B, C
verschiedene Punkte auf G O, A’, B, C’ verschieden Punkte auf G’. Die
Durchschnittspunkte der drei Paare von Geraden

AB' BC":A'B,B'C;AA’,CC’ liegen auf der selben Gerade.

Poetische Formulierung
(Coxeter): Liegen die
Eckpunkte eines 6-Ecks
AB'CC'BA’ alternierend auf
zwei Geraden, so treffen sich
die drei Paare gegeniiberlie-
gender Seiten in kollinearen
Punkten.




Beweis.

Man betrachte eine Projektivitit ¢ : P(R3) — P(R3), die die Gerade

H = PQ auf unendlich ferne Gerade Hy, = {xp : x1 : x2 | xo = 0}
abbildet. (Existiert nach Satz 51: es geniigend die Punkte P, @ und noch
einen Punkt von H auf unendlich ferne Punkte, z.B. (0:0: 1),
(0:1:0),0:1:1), abbilden.) Dann ist (A)p(B’) || #(B)o(C") und
d(AN)d(B) || ¢(B")od(C) als Geraden auf der affinen

& = P(R3) \ Hyo(= R? mit inhomogenen Koordinaten (%))

(Das affine Bild wie folgt verandert:)

Wi sehen dass wir genau in der Voraussetzungen des einfachen (affinen)
Version des Satzes von Pappos sind, also ¢(A)p(A") || ¢(C)p(C') (als
Geraden auf &). Dann liegt der Schnittpunkt von ¢(A)p(A") ¢(C)p(C")
(als Geraden auf P(R?)) auf Bild,(H), deswegen ist Schnittpunkt von
AA" CC" auf H, ]



Dualitat in der projektiven Ebene

Ausgangspunkt ist folgende Bemerkung: Genauso, wie ein Punkt

a € P(K3) durch seine drei homogenen Koordinaten (ag : a; : a»)
festgelegt ist, so ist auch eine Gerade L : agxg + a1x1 + aoxp = 0 durch
drei Zahlen ag, a1, as € K festgelegt. Und andert man diese drei Zahlen
um einen gemeinsamen Faktor A € K* ab, so dndert die Gerade nicht.
Man kann also auch die Gerade L durch ein Tripel (g : a1 : ap)
homogener Koordinaten charakterisieren. Die Inzidenz (=ein Punkt ist
mit einer Geraden Inzident, falls er auf der Gerade liegt) eines Punktes a
mit der Geraden L kann man den homogenen Koordinaten von a und L
ansehen: a € L <= agag + a1a1 + arar, = 0.

In dieser Inzidenz—Gleichung kann man die Rollen des Punktes a und der
Geraden L vertauschen: Nimmt man die Koordinaten des Punktes a, um
eine Gerade

a* : agxg + aixy + axxo = 0 C P(K3)

zu definieren, und die Koordinaten von L, um einen Punkt

L* .= (g : a1 : ap) € P(K3) zu definieren, so gilt a € L < a* > L*.



Man nennt a* C P(K3) die duale Gerade zum Punkt a und L* € P(K3)
den dualen Punkt zur Geraden L.Diese Dualititsbeziehung ist
symmetrisch:

L=3a"<= L" = a.

Weil man die Rollen von Punkt und Gerade bei der Inzidenz vertauschen
kann, bleibt eine Inzidenz zwischen einem Punkt und einer Geraden beim
Ubergang zur dualen Geraden und dem dualen Punkt erhalten. Dies ist
das

Dualitdtsprinzip: Gilt eine Aussage liber Punkte und Geraden, die nur
mit Hilfe von Inzidenzen formuliert ist (z.B. der Satz von Pappos, der
Satz von Desargues), so gilt auch die duale Aussage, die man erhilt,
wenn man alle

Punkte durch die dualen Geraden

Geraden durch die dualen Punkte

Inzidenzen durch die Inzidenzen zwischen den dualen Objekten ersetzt.



Duale Objekte

Als Beispiele stellen wir eine kleine Liste der einfachsten Figuren in der projektiven |

und ihrer dualen Figuren zusammen:

Figur [haal
[ ]
Punlkr Gerade
D — D —

Punkt anf einer Geraden Gerade dureh einen Punkt

— X

zwel Punkte auf einer Geraden | zwel Geraden dareh einen Punlkt

¥
FAY
PR
[ Y
E S, N
Direieck Direiselt
I I

7

Viereck Vierseit

o7
| &~ |
»L -3

T

volstindiges Viereck

vollstindiges Vierseit



Als Beispiel einer nicht ganz trivialen Aussage dualisieren wir den Satz

von Pappos:
Satz (Dual zum Satz von Pappos)
Fs seien a und b = H}E =wetr verschiedene Punkte. Duwurch
..I.’ 'I'|:I",r.' I'.II.I'." .I!T""I.-I Ir_|'|ll.'.rll" 5E7em I'|:|'IF'|'. r:-.:l"u'll'u'l'ulll",r.l' _.'Il.lirJ . _1|| .Iir_:u _‘II .|ir_ll 5 ::'l 3 I|._||.III
_1"-._[._1"-._;.-._1"'._;3 = b _r,lr'.'."r.".l'.l.'l.", die vonemmander und von der Ver-
El 1 k] . 7 - s i
indungsgeraden .I"I_ljl .'r'.".*-cr'.ll.l.'r'r.'r'.U SEIn Mogen. ,r_Jr.'.U.l.' trefrern

7 7 . S N j y ¥ 1
."-C."I".‘I.I re ares [-"."ll.l.'.'.'r.' ungeEgeraaer der f unkiepaare

My Ny und NynM;, i#3=1,2.3

.'.|'.' ERFLETr: E}I..' T 5 .rl_.

Satz 55 - Wiederholung: G, G’
projektive Geraden in P(R3). G N
G' =: {0}. O,A, B, C verschiede-
ne Punkte auf G O,A’,B’, C’" ver-
schieden Punkte auf G’ Die Durch-
schnittspunkte der drei Paare von
Geraden AB’ ,BC";A'B,B'C;AA’,CC’
liegen auf der selben Gerade.




Abschied:

» Die Vorlesung Morgen wird Herr Dr. Schobel halten — er wird
liber ein Paar mathematischen Paradoxen sprechen. Ich werde

mithoren.
» Die Ubungsgruppe am Do fillt aus: stattdessen wird
(vermutlich, am Dienstag 29. Juli vor der Klausur) eine

Fragestunde angeboten: Wird nichts vorgerechnet/vorbereitet,
sondern die Fragen werden verantwortet. Ort und Zeit in CAJ

» Viel Erfolg!



